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PréOLOGO

“Si no te gusta tu analista, visita a tu algebrista local.”
Gert Almkuvist

A partir de las notas de clase que oportunamente prepardramos para dictar la materia
Algebra I de la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica (FAMAF) de la Universidad
Nacional de Cérdoba (UNC), durante las primeras mitades de 2012 y 2013, fuimos pre-
parando un manuscrito que los alumnos conocieron como ‘Notas de Algebra’. Este libro
surgié como consecuencia natural de ese primer esfuerzo; corrigiendo, completando, reor-
denando y embelleciendo los contenidos y la presentacién de dichas notas primigenias.
En ese proceso las notas crecieron y maduraron hasta convertirse en un libro de texto que
excede el contenido de un curso de un que ocupe la mitad del afio.

La aritmética y las nociones bésicas de la matematica discreta son muy adecuadas como
un primer contacto con la matemética formal. Permiten introducir de manera bastante
natural las formas y modos del quehacer matemaético, la forma de escribir y enunciar en
matematica, la forma de validar los “resultados” a través de demostraciones, la forma de
definir objetos abstractos y construir teorias con ellos.

El libro puede usarse como libro de texto para un primer curso de adlgebra o de mate-
matica discreta dirigido a alumnos de grado sin experiencia previa en matematica. Dado
todo el material disponible el curso podria ocupar la mitad del afio o el afio completo y
puede orientarse a a grupos de alumnos con intereses distintos. Los tépicos presentados
se desarrollan de manera completa y mas o menos extensa; hay muchos ejemplos, ejerci-
cios y problemas. Las elecciones posibles, para el profesor a cargo, son muy variadas.

El libro se ocupa de dos grandes temas: la aritmética y la combinatoria. La aritmética trata
sobre distintos conjuntos numéricos, sobre sus operaciones y sus propiedades. También
incluye un estudio més profundo sobre sus estructuras subyacentes. La combinatoria se
presenta como el arte de ‘contar sin contar’, el arte de contar inteligentemente. Se presen-
tan métodos y formas de pensar novedosas, distintas de las utilizadas en aritmética, pero
complementarias.

El trabajar estas dos 4reas en un mismo curso da una perspectiva sobre el dinamismo
de la matemaética y cémo areas diferentes, con caracterisitcas propias bien definidas inter-
actuan enriqueciéndose mutuamente.

Ellector notaré, sin embargo, que hemos dedicado una buena parte del libro, la primera,
alos fundamentos de la matematica. En nuestra experiencia docente hemos notado que un
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grave déficit en la comprensién de los curso inciales (y de la matemaética en general), por
parte de los alumnos, es la falta de manejo en lo que se refiere a la 16gica de los enunciados,
las demostraciones y a objetos basicos como los conjuntos y las funciones. Esto da una base
firme para el estudio y la comprensién del resto del libro (jy de la matematica!).

Los objetivos principales de este curso se pueden resumir en los 3 aspectos siguientes:
Aprender a aprender matematica.
Aprender a hacer matemaética.
Aprender aritmética y combinatoria.

El primero implica el desarrollo de la capacidad de leer definiciones y enunciados mate-
maticos, de comprender cémo son sus objetos y descubrir como sus verdades se articulan
entre si.

El segundo objetivo es de central importancia, ya que el hacer algo de matematica por
uno mismo es uno de los mejores caminos para aprender matematica. Estudiar matemati-
ca es un proceso activo, que requiere mucho esfuerzo, mucha practica y mucha constancia
por parte de quien lo acomete. Una parte importante del “hacer” matemaética es una ac-
tividad individual, pero que se enriquece enormemente con el intercambio de ideas con
otros colegas que hacen matematica. Es muy conveniente hacerse y contestarse preguntas
a uno mismo ademads de hacer y contestar preguntas a los otros.

Vamos a decirlo una vez mas, es fundamental plantearse siempre nuevos interrogantes,
aunque no tengamos idea de la respuesta. Esto nos llevard a entender lo que estamos
estudiando, a reforzar lo que ya sabemos y, primordialmente, a generar nuevas ideas.

Por daltimo, y muy importante desde lo practico, esta el aprender contenidos especificos.
En el camino que lleva a aprender estos contenidos se aprende, lentamente, a aprender y
a hacer matematica.

En este libro conviven, intencionalemnte, lo riguroso, que a veces resulta algo tedioso
y se sospecha no demasiado ttil, con lo prictico, listo para usar, que a veces puede dejar
la sensacién de falta de fundamento o de ser algo impreciso. Ambos modos se comple-
mentan para facilitar el aprendizaje de cada tema expuesto, con todos los fundamentos
y rigor necesarios pero también desarrollando habilidades précticas para poder usar con
confianza lo aprendido.

Es nuestro deseo que éste libro les resulte ttil y practico, y que su lectura sea amena. Es
un libro pensado para estudiar, pero tambien para consultar y deleitarse luego de haber
rendido la materia. Esperamos que los aliente a trabajar duro y con mucho entusiasmo,
para que puedan disfrutar de aprender y aprender a disfrutar del algebra.

Ricardo y Paulo, Cérdoba, 22 de junio de 2015.
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INTRODUCCION

“En teoria, no hay diferencia entre la teoria y la prictica, pero en la prictica si la hay”
Jan L. A. van de Snepscheut

Este libro esta orientado a estudiantes universitarios de grado de carreras afines con la
matemadtica o que precisan de ella. Es asequible para aquellos con poca o ninguna expe-
riencia previa en el estudio sistemético de la matemaética. Puede ser usado como libro de
texto de diversos de cursos introductorios de Algebra y Matematica Discreta. Eligiendo
adecuadamente algunos capitulos y secciones es posible dar cursos distintos y con orien-
taciones diferentes. El libro completo contiene mucho material, suficiente para dos cursos
de medio afio completos.

Es un libro introductorio a la matematica misma. Muestra desde las primeras paginas
formas claras sobre la presentacion de objetos mateméticos nuevos y la manera de cons-
truir conceptos matematicos. Estimula actitudes orientadas para que cada uno haga ma-
tematica por si mismo. Incluye numerosos ejemplos, algunos desarrollados extensamente
y en profundidad, y todos los capitulos incluyen ejercicios que facilitan la interaccién con
los temas presentados y también algunos problemas que desafian al lector y cuyas solu-
ciones pueden ser no tan faciles de encontrar.

Esta introduccién al estudio de la aritmética y la combinatoria consta de cuatro partes:

Parte 1. Fundamentos
Parte 1. Nameros y aritmética
Parte m. Aritmética modular

Parte iv. Combinatoria

Las segunda y cuarta partes pueden ser el nticleo de un curso tipico de aritmética y com-
binatoria. La primera parte, de fundamentos, puede ser complementaria en la mayoria de
los casos. Puede servir de repaso en algunos casos o de referencia para aquellos que no
tengan los fundamentos bésicos sélidamente incorporados. La tercera parte es algo mas
avanzada y puede servir como introduccién a las estrcuturas algebraicas.

Contenidos especificos

En “Fundamentos”, ademads de un presentacion breve de conjuntos, relaciones y fun-
ciones, hay un capitulo referido a los enunciados y a la demostraciéon en matematica. Para
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alumnos sin ninguna experiencia previa creemos que vale la pena leerlo y reflexionar
sobre su contenido, ya que sin dudas les serd de gran ayuda para el primer curso de ma-
temadtica que tomen y toda otra actividad matemadtica que hagan.

En la segunda parte, “Ntimeros y aritmética”, comenzamos discutiendo los ntmeros
reales y su aritmética combinando un punto de vista axiomético y uno pragmatico apro-
vechando lo que todos conocemos sobre ellos. Hacemos varias referencias a los racionales
y su aritmética en relacién con la de los reales. Esta seccién es muy instructiva, y por ser la
primera requiere un esfuerzo especial. Continuamos con los naturales, que luego de una
breve introduccién, dan paso al principio de induccién. Una herramienta basica funda-
mental en la matemdtica toda. La aprehencién de esta herramienta lleva tiempo y requiere
de mucha practica. Esta secciéon tiene muchos ejemplos y ejercicios que recomendamos
enfaticamente.

Luego discutimos la muy rica aritmética entera, empezando con el concepto fundamen-
tal de divisibilidad. Estudiamos el méximo comuin divisor, el minimo comtin multiplo, los
ntimeros primos y la notaciéon decimal para enteros. También hay una seccion dedicada
al sistema binario de representacién.

Finalmente, hay un capitulo dedicado a un primer encuentro con los niimeros comple-
jos, algo que puede ser novedoso para algunos.

En la tercera parte nos ocupamos de la “Aritmética modular”. Primero introducimos
la nocién de niimeros congruentes médulo un entero m. Esto da lugar a la relacién de
congruencia. Estudiamos las congruencias médulo m y sus propiedades. Esta es una idea
de Gauss que ha resultado ser sumamente fecunda, ya que simplifica sobremanera mu-
chos tipos de calculos que de otra manera serfan muy tediosos. La aplicacién mds sencilla
de éstas son las reglas de divisibilidad, pero algoritmos famosos de encriptacién para se-
guridad de datos se basan en ellos. Las clases de equivalencia de las congruencias dan
lugar a los enteros modulares y con ellos toda una nueva aritmética, la aritmética modu-
lar. haciendo una analogia, podriamos decir que se trata de al aritmética de los relojes de
m horas. Este es un tépico nuevo que requiere cierto grado de abstraccion y constituye un
primer ejemplo de objetos y teoria matematica un poco mas abstracta que la que el lec-
tor probablemente conoce. finalmente nos planteamos el problema de resolver ecuaciones
lineales de congruencia, ya sea una sola o un sistema de ellas.

La cuarta parte, “Combinatoria”, es distinta de las anteriores. Esta area usa técnicas y
métodos distintos a los que estamos acostumbrados, y aceptar o entender esto suele ser
la principal dificultad. El tema principal es el de conteo sin contar. Es decir, determinar de
cudntas formas puede ocurrir un suceso sin tener que enumerar cada uno de los casos
posibles (que casi siempre son muchos). Mas que aprender una gran cantidad de resulta-
dos, presentamos distintas estrategias generales de conteo para estimular el desarrollado
de habilidades para contar adecuademente. Las situaciones arquetipicas, presentadas a
través de ejemplos, ayudan mucho a este fin. Es necesario en este punto tener muy cla-
ro el concepto de biyeccion entre dos conjuntos y tener cierta madurez para escribir de
manera clara argumentos a veces sofisticados.
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Organizacion

Cada una de las cuatro partes estd organizada en capitulos y secciones, y dentro de
ellas se distinguen claramente las definiciones, los parrafos explicativos y los resultados,
ademads de ejemplos y notas que facilitan la compresién de lo expuesto.

A lo largo de las notas usaremos distintos rétulos para facilitar su lectura.

DeriniciON. Es una descripcion completa y precisa de un objeto o concepto matema-
tico nuevo.

Lema. Generalmente, precede a una proposicién o teorema. Es un resultado gene-
ralmente técnico, necesario como parte de un argumento de un resultado mas im-
portante.

ProrosiciON. Es un resultado importante en si mismo, aunque puede referirse a algo
particular y cuyo enunciado puede requerir elementos definidos recientemente en
el contexto en el que se enmarca.

TeoreEMA. Es un resultado importante en si mismo de carédcter general que muchas
veces engloba resultados previos necesarios para su demostracién o resultados me-
nores o particulares ya establecidos. Su enunciado es en general comprensible en
términos ampliamente conocidos en la teoria en la que se enmarca.

Cororario. Es un resultado que se deriva directa y, en general, facilmente de una
proposicion o teorema.

DemosTtrACION. Es la prueba de un resultado, y siempre aparecen a continuacién
de un enunciado matemadtico, es decir después lemas, proposiciones, teoremas y
corolarios. Como es estdndar en matematoica, indicamos el fin de una prueba con
el simbolo [J a la derecha del altimo renglén.

OssEeRrvAcION. Las observaciones son de caracter preciso y riguroso, sirven para com-
plementar o completar un concepto o resultado matemético presentado.

Nora. Bajo este titulo aparecen comentarios de diversa indole sobre algtn aspecto
de lo tratado.

Norta HIsTORICA. Es una nota de caracter histérico referida a los conceptos matema-
ticos tratados o a matematicos famosos relacionados con los mismos.

Notacion. Bajo este titulo se introducen nuevas formas de denotar o nombrar objetos
matematicos ya definidos.

ConveNcION. Es un acuerdo sobre el uso o abuso de alguna notacién especifica, sobre
la extension de una definicién o concepto ya existente o sobre algtn aspecto practico
que simplifique el quehacer matematico.

Ejempros. Un ejemplo es una instancia particular concreta de algtin resultado o feno-
meno estudiado. Puede ser til para entender mds claramente alguna de las razones
de la validez del mismo o para entender en qué marco o bajo que hipétesis vale. En
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muchos casos indicaremos el final de un ejemplo con el simbolo ¢ a la derecha del
altimo renglon.

Dicresion. Es una nota de color que puede no ser parte de la exposicién, aunque
ilustra algtn aspecto interesante relacionado con la misma.

En todo el libro hay secciones complementarias marcadas con una daga t y otras con
una doble daga I. Ninguna forma parte del nticleo de los contenidos desarrollados, en
general no son necesarias para lo que sigue y por lo tanto pueden ser omitidas sin causar
dificultades posteriores. Para aquellos curiosos con deseos de pronfundizar lo que estan
aprendiendo puede resultarles instructivo leerlas y dedicarles algtn tiempo a entender-
las. Aquellas marcadas con I pueden resultar mas dificiles ya que pueden requerir mayor
abstraccién y madurez. En ellas en general se discuten temas mas avanzados, con herra-
mientas y demostraciones mas sofisticadas.

Al final de cada capitulo hay una lista de ejercicios y una lista de problemas. Los ejerci-
cios sirven para que el lector trabajando por si mismo incorpore lo aprendido. En general
deberian ser accesibles con lo expuesto en el capitulo. En cambio los problemas pueden
requerir un esfuerzo intelectual mayor y entrenamiento en la resolucién de problemas.

XII






Parte I

FUNDAMENTOS
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En matemaética la nocién de verdad es absoluta. Este es un aspecto fundamental y dis-
tintivo de la matematica respecto de toda otra ciencia.

Histéricamente la 16gica matematica y los fundamentos de la matematica son las 4reas
encargadas de construir el marco para desarrollar la matematica sin contradicciones y con
una nocién de verdad inequivoca.

En esta primera parte presentamos algunos aspectos de los fundamentos de la matema-
tica que estan presentes en todas las ramas de la matemaética.

Por un lado presentamos algunas nociones de légica proposicional y discutimos la im-
plicacion légica como medio para validar los resultados en matematica. En este marco
también discutimos aspectos de las demostraciones en matematica, elemento fundamen-
tal del quehacer matematico.

Por otro lado presentamos las nociones bésicas de la teoria de conjuntos, y aspectos
elementales sobre relaciones y sobre funciones, todos éstos objetos que se encuentran en
los cimientos de la matematica.



Capitulo 1

Enunciados y demostraciones

“La logica es la anatomia del pensamiento.”
John Locke, fildsofo inglés (1632 — 1704)

Una parte del quehacer de los matematicos consiste en construir los “objetos” de la
matemadtica (e.g. nimeros, conjuntos, funciones, relaciones, figuras geométricas, anillos,
espacios topoldgicos) y reglas de juego claras para ellos, para luego estudiar sus propie-
dades y describir y explicar los patrones que rigen su funcionamiento.

El hacer preguntas es una actitud muy natural en matematica, que promueve el descu-
brimiento. Las afirmaciones matematicas, y en particular las respuestas a las preguntas
que se plantean, deben ser enunciadas sin ambiguedad alguna. Es decir, estos enuncia-
dos deben tener un valor de verdad bien definido, que sélo puede ser verdadero o falso.
El conocimiento matemaético se expresa a través de enunciados, llamados teoremas, que
describen las verdades de la matematica. La manera de validar estos teoremas es a través
de la demostracién.

En este capitulo describimos someramente algunos aspectos sobre los enunciados de la
matemadtica y presentamos algunas formas usuales de demostraciones que seran usadas a
lo largo de todo el libro. El contenido de este capitulo forma parte de la [6gica matemitica.

1.1. Ellenguaje coloquial y el lenguaje matematico

Frases como “tengo 35 afios”, “nunca estuve en Francia”, “alguna vez comi jabali”, “to-
dos mis hermanos terminaron el secundario” no generan duda sobre su significado. Todos
entendemos lo mismo. Estd claro que pude haber comido jabali una sola vez, o quizas fue-
ron dos o cinco. Y si mis hermanos son Rafael, Diego y Marcos, estd completamente claro
que Rafael termind, Diego terminé y Marcos también termind.

Ahora, frases como “en la fiesta estaban todos los amigos de Juli y Renata” o “me iban
a dar oficina nueva y un aumento o mas vacaciones y cumplieron!” pueden dar lugar a
distintas interpretaciones. ;La primera frase dice que en la fiesta estaban todos los amigos
que tienen en comun las dos chicas o que estaban todos los amigos de Juli y ademas
también estaban todos los amigos de Renata? O incluso, ;estaban todos los amigos de Juli
y ademads Renata? Agus, que es amigo de Renata pero no de Juli, jestaba o no?
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De la segunda frase, ;entendemos que le dieron todo, o que le dieron quiza sélo més
vacaciones, o quiza oficina y un aumento, u oficina y mas vacaciones? ;Entendemos que
en cualquier caso le dieron oficina nueva?

La manera en que estd usado el lenguaje en estas frases da lugar a estas distintas in-
terpretaciones. Es posible escribirlas de otra forma para que tengan un sentido preciso,
aquel que querramos trasmitir. Por ejemplo, si queremos decir que en la fiesta estaban
todos los amigos que tienen Renata y Juli en comtn, no como Agus, podemos decir: “en
la fiesta estaban todos los amigos de Juli que también son amigos de Renata”, “estaban
los que son amigos de ambas” o simplemente “en la fiesta estaban todos los amigos que
tienen Renata y Juli en comdn”. En cambio, si queremos decir que estaban todos los ami-
gos de Juli y también todos los amigos de Renata podemos decir: “estaban todos los que
son amigos de Renata o de Juli”, “estaban todos los amigos de Juli y todos los amigos
de Renata” o simplemente “estaban todos los amigos de Juli y también todos los amigos
de Renata”. En todos los casos hicieron falta frases mas largas para ser mas claros. En el
lenguaje coloquial, muchas veces, para simplificar las frases se resigna su precisién a tal

punto de resultar confusas.

Los enunciados en matemadtica no deben tener distintas interpretaciones. Para esto exis-
ten reglas claras y precisas para escribir los enunciados en matematica. Estas reglas ayu-
dan a decidir si un enunciado es falso o verdadero. Por ejemplo, consideremos los enun-
ciados:

“Ningun par es divisible por 3”.
“No todos los pares no son divisibles por 3”.

Nadie duda de que el primer enunciado es FALSO. El 6 es par y es divisible por 3. El
segundo enunciado es mas complicado de entender. ;Es falso o verdadero? Para decidir
es conveniente redactarlo de otra forma. Reescribimos los dos enunciados asi:

“No hay ningtin ntimero par divisible por 3”.
“Hay ntimeros pares divisibles por 3”.

Debe quedar claro que estos enunciados y los de mas arriba dicen lo mismo. En el caso
de “No todos los pares no son divisibles por 3” y “Hay ntimeros pares divisibles por 3”,
el primer enunciado afirma que no todos los pares tienen cierta propiedad, la de no ser
divisible por 3, que es lo mismo que decir que algiin par si la tiene. Ahora si es claro que
que el segundo enunciado es VERDADERO. El 6 es par y es divisible por 3.

En las segundas redacciones de los enunciados considerados estan explicitas las reglas
basicas para escribir enunciados en matemaética. Estas se refieren al uso de las conjuncio-

"1 ",

nes “y” y “0”, al uso de la negacién “no” y al uso de los cuantificadores “para todo” y
" 7
hay”.

1.2. Proposiciones, conectivos y tablas de verdad

En l6gica, una proposicion es un enunciado declarativo con un valor de verdad bien de-
finido, que s6lo puede ser verdadero (V) o falso (F), pero no ambos o ninguno de ellos. En
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general usaremos las letras p, ¢ y r para referirnos a proposiciones de este tipo, y encerra-
remos entre comillas el enunciado de dicha proposicién.

Ejemplos. Los siguientes enunciados son proposiciones:

(1) p:"2+2=4" (V)

(2) ¢:"7 es un nimero par.” (F)

(3) r:“Borges escribit el libro Ficciones.” (V)

Entre paréntesis hemos indicado con V o F si la proposicién es verdadera o falsa. 0

Sin embargo, no son proposiciones las 6rdenes, preguntas y exclamaciones como “che”,
“ihola!”, “ifuera de aqui!”, “compra 5 kilos”, “jqué bien!”, “;vas a volver?”. Tampoco re-
sultan proposiciones aquellos enunciados en que el valor de verdad puede cambiar segtn
quien lo interprete o cudndo se lo interprete.

1

Ejemplos. Los siguientes enunciados no son proposiciones.

(1) “Los lunes llueve”. Este enunciado serd verdadero algunos dias lunes en algtin lugar,
mientras que serd falso otros dias lunes y en otros lugares; su valor de verdad cambia
con el tiempo y con el lugar, luego no es una proposicion.

(2) “Es un dia hermoso”. Este enunciado depende de la apreciacién personal de quien lo
dice. Por ejemplo, un dia lluvioso puede ser hermoso para algunos y no serlo para
otros. Aqui, el valor de verdad del enunciado cambia segtin la persona.

(3) “z —y > 0”. Aun asumiendo que z e y son nimeros reales, el enunciado depende de
los valores de x e y. Para algunos valores de x e y es verdadero y para otros es falso.
Por ejemplo,siz = 3,y = lentoncesx—y > 0esV,ysiz =1,y = Sentoncesz—y > 0
es F. 0

Observacién. Si “cuantificamos” la frase z — y > 0 y determinamos un “universo” (es
)

decir un conjunto en el que z, y “vivan”), ésta puede convertirse en una proposicion bien

definida:

Para todo par de nimeros reales z ey, x —y > 0.
Existen ntiimeros enteros negativos z e y tales que x — y > 0.
No hay ningtin par de primos z e y tales que x — y > 0.

Estas proposiciones son respectivamente F, V y F.

1.2.1. Negacién, conjuncién y disyuncién

Aligual que en el lenguaje ordinario es posible combinar diferentes proposiciones usan-
do conectivos I6gicos para formar nuevas proposiciones y asi, a partir de proposiciones
simples, construir otras méds complejas. Hay tres conectivos 16gicos basicos:
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“u__rr,

la NEGACION: “no”, en simbolos “—";

“"__r

la conjuncION: “y”, en simbolos “A”;

“"_

la pIsYuNcION: “0”, en simbolos “\V”.
Si p es cualquier proposicion, su negacion, que se lee “no p” y se denota por
-p

se define como la proposicién cuyos valores de verdad son opuestos a los de p. Es decir,
—p es verdadera exactamente cuando p es falsa y viceversa.

Dadas dos proposiciones p y ¢, la conjuncién de p con ¢, denotada por

PAgq

que se lee “p y ¢”, es una nueva proposicién que es verdadera cuando p y ¢ son ambas
verdaderas y es falsa en todo otro caso.
dad fal todo ot

Y la disyuncién de p con g, denotada por

pVygq

que se lee “p 6 ¢”, es una nueva proposicién que es falsa cuando p y ¢ son ambas falsas y
es verdadera en todo otro caso.

La negacién en un conectivo unario, que a partir de una proposicién p construye otra
—p, mientras que la conjuncién y la disyuncién son conectivos binarios, ya que a partir de
dos proposiciones p, ¢ construyen una tercera p V q y p A ¢, respectivamente.

La conjuncién y la disyuncién satisfacen dos leyes muy importantes:

Asociatividad:
pA(gAT)=(p AT (1.1)
pV(gVr)=(pVq Vr
Distributividad:
pA(gVvr)=((pAqg V(pAr (12)

Gracias a la asociatividad podemos escribir sin ambigiiedad p A ¢ A7y p V ¢ V r sin usar
paréntesis.
1.2.2. Proposiciones compuestas y tablas de verdad

Una proposicion compuesta es una proposicion construida a partir de otras usando conec-
tivos l6gicos, como por ejemplo las expresiones en (1.1), (1.2), 0 (—p A q) V r.
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El valor de verdad de un proposicién compuesta depende tinicamente de los valores de
verdad de sus componentes. Cada conectivo tiene una tabla de verdad que expresa esta
dependencia.

Una tabla de verdad de una proposicion compuesta es una tabla en la que se listan todas
las posibles combinaciones de valores de verdad de cada una de las componentes de la
proposicion y los correspondientes valores de verdad de la proposicion compuesta.

Por ejemplo, la tabla de verdad de la negacién es simplemente

p|p
V| F (1.3)
F|V

mientras que las tablas de verdad de la conjuncién y la disyuncién estan dadas por

p q|pANqg pVyg

V V| V \%

V F| F \% (1.4)
F V| F \Y%

F F| F F

Estas tablas de verdad expresan lo que representan la conjuncién y la disyuncién como
operaciones légicas. Ambas existen también en el lenguaje cotiadiano con un significado
muy similar.

Nota. En el lenguaje coloquial, el uso del “0” como disyuncién puede tener un significado
algo distinto, ya que a veces se usa de manera excluyente. Por ejemplo, cuando un padre
dice “te compro el helado o el licuado”, tiene claro que s6lo comprard una de las dos cosas
y no ambas; en ese caso el “0” es excluyente. Pero cuando dice “pediré panqueques o café”,
entiende no se excluye la posibilidad de pedir ambas cosas. Sin embargo, en matematica,
la disyuncién es siempre inclusiva jpor definicién!. Si es un matemaético el que le dice a su
hijo “te compro el helado o el licuado” probablemente termine comprando ambos .

Cuando haga falta considerar una disyuncién excluyente bastara con decir “p 6 g, pero
no ambas”.

Es importante saber negar una proposicién compuesta, en particular las conjunciones y
disyunciones. Usando las tablas (1.3) y (1.4) podemos escribir las tablas de verdad de las
negaciones —(p A ¢) y =(p V q). Resulta

p q|-(prg ~(pVa)

vV V F F

V F % F (1.5)
F V \% F

F F \% \%

"Un conocido matematico fue padre, y al preguntarle “;es nene o nena?” éste respondi6 “si, claro”.
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“”_ 7

Ejemplo. En el siguiente ejemplo, tanto la conjuncién “y” como la disyuncién “o0”, tienen
el mismo sentido que para la l6gica proposicional.

Ayer que no trabajé, queria hacer algo distinto; pensé en ir al cine y en ir a cenar con amigos.

Ante la pregunta “;hiciste lo que querfas?”, la respuesta depende del sentido de la fra-
se anterior. Mds precisamente, la frase anterior podria tener alguno de lo siguientes dos
sentidos:

Pensé hacer ambas cosas juntas, ir al cine y a cenar con amigos.

Pensé hacer al menos una de las dos.

Para formalizar esto consideremos las proposiciones

p : “fuial cine”,
q : “fuiacenar”,
y consideremos las situaciones
pAq : “fuialcineyacenar”,
pVq : “fuialcineoacenar”.

En la primera situacion, las posibles respuestas son:

- SI, fui al cine y luego a cenar con amigos.

- NO, fui al cine, pero me volvi a casa luego.

- NO, no fui al cine pues llegué tarde, pero fui a cenar con amigos.

- NO, al final me quedé en casa, no fui al cine ni a cenar con amigos.
En la segunda situacioén, respuestas posibles son:

- 51, fui al cine y luego a cenar con amigos.

- SI, fui al cine, aunque me volvi a casa luego.

- S, no fui al cine pues llegué tarde, pero fui a cenar con amigos.

- NO, al final me quedé en casa, no fui al cine ni a cenar con amigos.

En fin, cosas de la vida. 0

Observaciéon. Dadas dos proposiciones cualesquiera p y g, entonces, a priori, se podrian
definir tantas proposiciones nuevas y distintas como tablas de verdad distintas hay. Como
Py q tienen 2 valores posibles de verdad, y estos se combinan en VV, VE FV y FF, habra
16 proposiciones compuestas P(p, ¢) a partir de 2 proposiciones cualesquiera p y q. Estas
corresponden a los valores

VVVV, VVVF, VVFV, VFVV, FVVV, VVFF, VFVF, VFFV,
FVVF, FVFV, FFVV, VFFF, FVFF, FFVF, FFFV, FFFF.

Hemos visto 4 deellas: pAg, pV g, 7(pAq) y —~(pV q). También es claroque pV —py p A —p
dan VVVV y FFFF, respectivamente. ;Se anima a encontrar las que faltan?
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1.3. Condicionales y equivalencia

Presentamos ahora otro tipo de proposiciones compuestas, los condicionales y bicondi-
cionales, sus reciprocas y contrarreciprocas.
1.3.1. La proposicién condicional

Dadas dos proposiciones p y ¢, se define una nueva proposicién compuesta llamada
condicional o proposicién condicional denotada por

pP—q

que se lee “si p entonces ¢”. Decimos que p es el antecedente, premisa o condicion suficiente y
que q es el consecuente, conclusion o condicion necesaria del condicional. La tabla de verdad
del condicional es, por definicién, la siguiente:

p q |p—q

vV V| Vv

V F| F (1.6)
F V| V

F F| V

Es decir, el condicional es falso sélo cuando la premisa es verdadera y la conclusion es
falsa.

En el lenguaje coloquial, la proposicién condicional p — ¢ se expresa de varios modos
distintos, entre ellos:

“sip,q" 0“qsip.”

“q cuando p”, “q siempre que p”.
“psolosigq.”

“p implica q.”

“q se sigue de p.”

“q pues p”, “q puesto que p.”

“q a condicién de p.”

“p es (condicién) suficiente para ¢.”

“q es (condicién) necesaria para p.”

No es tan comun usar la expresién “q sélo si p” en el lenguaje coloquial como sinénimo
de “si p entonces ¢” ya que puede causar confusion.
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Nota. En el condicional no existe necesariamente la relaciéon de causa-efecto entre el an-
tecedente y el consecuente. Conviene tener presente esto para no confundirse con la im-
plicacion que discutiremos mds adelante. Son dos cosas distintas aunque tienen mucho
que ver, tanto que ya hemos dicho que el uso permite referirse al condicional p — ¢ como
“p implica q”.

Ejemplos. Las siguientes son algunas instancias en el lenguaje coloquial de las 4 situacio-
nes posibles. Dado que en el lenguaje coloquial tendemos a forzar la relacién causa-efecto,
algunas de estas situaciones nos resultan sin sentido o confusas.

(1) ANTECEDENTE Y CONSECUENTE VERDADEROS. En el condicional “si como mucho, entonces
engordo” hay una relacion de causa y efecto; pero en el condicional “si 2 es par, entonces
Gauss fue matemitico” evidentemente no; ambas cosas son ciertas, pero la paridad de
2 no implica la profesién de Gauss. Ambos condicionales son verdaderos.

(2) ANTECEDENTE VERDADERO Y CONSECUENTE FALSO. En este caso el condicional es falso. Po-
demos pensar informalmente en este caso como el de “una promesa rota”. Por ejem-
plo, si un padre le dice a un hijo: “si te portas bien, te compraré una golosina” y luego,
habiéndose portado bien el nifio, éste no cumple con el regalo (promesa rota). El con-
dicional es falso.

(3) ANTECEDENTE FALSO Y CONSECUENTE VERDADERO. Aunque puede resultar contrario a la
intuicion, los condicionales “si 1=2, entonces 2=2" y “si las manzanas son azules, los
tomates son rojos” son verdaderos.

(4) ANTECEDENTE Y CONSECUENTE FALSOs. En el lenguaje coloquial se usa para enfatizar algo
improbable: “si Arjona es musico, yo soy Gardel”; “si tu hermano juega bien al futbol,
entonces yo soy Dleg0”. En ambos casos el condicional es verdadero. 0

1.3.2. Reciproca, contraria y contrarreciproca
Dada una proposicién condicional
p—q

se definen tres proposiciones asociadas: la reciproca, la contraria y la contrarreciproca.
La reciproca de p — q es

q—p

que puede escribirse p < g; la contraria es

y la COTltrﬂrr@CiprOCﬂ es

Notar que, por definicién, la contrarreciproca es la reciproca de la contraria o, también, la
contraria de la reciproca, y de ahi su nombre.
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Sus tablas de verdad se determinan a partir de las tablas de verdad del condicional y
de la negacion; éstas son:

P q|psq “p—=g —g—p

V V| V \Y% \Y%

V F| V \% F (1.7)
F V| F F \%

F F| V \% \%

Observamos que el condicional (ver tabla (1.6)) y la contrarreciproca tienen la misma ta-
bla de verdad, y lo mismo sucede con la contraria y la reciproca. Estos son ejemplos de
proposiciones equivalentes, como veremos maés adelante.

Ejemplo. En este ejemplo mostramos como, a partir de las proposiciones p : “llueve” y ¢ :
“hace frio”, se construyen el condicional p — ¢, su reciproca, contraria y contrarreciproca.

Al construirlas no asumimos ninguna relacién de causa-efecto. Ni tampoco no nos in-
teresa el valor de verdad de ninguna de estas proposciones.

p — q : “Sillueve, entonces hace frio”.
q — p: “Si hace frio, entonces llueve”.
—p — —q : “Sino llueve, entonces no hace frio”.

—q — —p : “Sino hace frio, entonces no llueve”.

1.3.3. La proposicién bicondicional
Dadas dos proposiciones p y g, la proposicion bicondicional
P q
se define como la proposicién compuesta
(P =a)Apa)

Es decir, es la conjuncién de una condicional con su reciproca. La tabla de verdad de la
proposicién bicondicional se sigue de las tablas del condicional (1.6), de la contraria (1.7)
y de la conjuncién (1.4). Se tiene que

P q|p—q piq prg

V V| V \Y% v

V F| F v F (1.8)
F V| V F F

F F| V \% \%

De esta manera, p <+ ¢ es verdadera si p y ¢ son ambas verdaderas o ambas falsas, o
sea si ambas tienen el mismo valor de verdad. En el lenguaje coloquial, la proposicién
bicondicional p <+ g se expresa de varios modos distintos, entre ellos:

12
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“psiysoélosig.”

“p es (condicién) necesaria y suficiente para ¢.”

1.3.4. Tautologias y contradicciones t

Sea P una proposicién compuesta, obtenida a partir de las proposiciones py,pa, ..., pn
usando conectivos 16gicos. Diremos que P es una tautologia si P es siempre verdadera,
cualesquiera sean los valores de verdad de p1, pa, . . ., py,. Por el contrario, si P es siempre
falsa para todos los posibles valores de verdad de p1,p»,...,p, diremos que P es una
contradiccién. Si P no es ni una tautologia ni una contradiccion (el caso més general), se dice
que P es una contingencia. Por ejemplo, dada una proposicién p, p V —p es una tautologia,
mientras que p A —p es una contradiccién, como puede verse en sus tablas de verdad:

p|-p|pv-p p|p|pAr-p
V| F % V| F F
F| V| V F|V F

1.3.5. Proposiciones equivalentes

Vimos que a partir de proposiciones dadas se pueden construir, usando los conectivos
l6gicos, nuevas proposiciones llamadas compuestas. Por ejemplo si p, ¢ y r son proposi-
ciones dadas, entonces p A =(¢ vV r), ¢V (-p A1)y p — (g A r) son todas proposiciones
compuestas.

Dos proposiciones compuestas son l6gicamente equivalentes, o simplemente equivalentes,
si tienen el mismo valor de verdad para todo los posibles valores de verdad de sus com-
ponentes. Si Py () son equivalentes, escribimos P = Q.

Las siguientes son tres situaciones de equivalencias que se usan muy frecuentemente y
sin mencionarlo:

Las negaciones de la conjuncién y de la disyuncién.

-(pANq) = —-pV—q

1.9
~(pVa) = “pAg (19)

En efecto sus tablas de verdad son

p q|-(prNg -pV-g p q|-(pVe -pA—g
vV V F F vV V F F
V F \% \% V F F F
F V \% \Y% F V F F
F F \% \Y% F F \% \%

A las equivalencias l6gicas en (1.9) se las conoce como identidades de De Morgan. Mas
adelante veremos que algo similar también vale en el contexto de conjuntos.

13
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Las leyes asociativas y distributivas para A y V mencionadas en (1.1) y (1.2).
— Asociatividad:
pA(gAT) = (DA AT
pVi(gVr) = (pvagVr
— Distributividad:
pAlgVvr) = (pAgV(pAT)
pVigAr) = (pVaApVr)

Estas equivalencias se pueden deducir sin dificultad usando tablas de verdad de la
conjuncién y de la disyuncién. Dejamos esto como ejercicio para el lector (ver Ejer.
1.22).

La equivalencia de una proposiciéon condicional cualquiera y su contrarreciproca.
Podemos comprobar facilmente que

p—q=—qg—p

mirando sus tablas de verdad (las recordamos de (1.6) y (1.7)):

P q|pP—4q p q|q—p
vV Vv \Y vV VvV \Y
V F F V F F
F V \Y F V \Y
F F \Y F F \Y

Algunas proposiciones compuestas tienen un valor de verdad definido, independiente
de los valores de verdad de las proposiciones que la forman. Este es el caso de las tautolo-
gias, siempre verdaderas, y de las contradicciones, siempre falsas.

1.3.6. Negacién de proposiciones compuestas

Es importante poder negar correctamente proposiciones construidas a partir de otras.
En particular, resultard muy ttil saber expresar la negacién de una proposicién compuesta
en términos de las negaciones de las proposiciones que la forman.

Las identidades de De Morgan (1.9) nos dicen cémo negar las proposiciones construidas
usando la conjuncién o la disyuncién. Precisamente, éstas dicen, que la negacién de la
conjuncién de dos proposiciones es la disyuncién de las negaciones de cada una y que
la negacion de la disyuncién de dos proposiciones es la conjuncién de las negaciones de
cada una.

Ejemplo. Sip es “fuial cine” y g es “fui a cenar afuera”, entonces p A g es “fui al cine y a
cenar afuera”. Para que esta tltima afirmacién resulte falsa, debe pasar que no sea cierto
que “fui al cine y a cenar afuera”. O sea, debe haber sucedido que no fui a uno de los
dos lugares, o que no fui a ninguno. Es decir, “no fui al cine o no fui a cener afuera”. Esta
proposicién es la disyuncién de “no fui al cine” y “no fui a cenar afuera”, tal cual indica
De Morgan. En otras palabras,

14
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=(p A q) : no es cierto que “fui al cine y a cenar afuera”
es exactamente igual a
—p V —q : “no fui al cine” o “no fui a cenar afuera”
lo cual es claro para todos. 0
Ejemplo. Consideremos las proposiciones p y ¢ siguientes:

p: “16 es impar”,
q: “16 es positivo”.

A partir de éstas, tenemos

p A q: “16 es impar y positivo”,
pV q: “16 es impar o positivo”,

y sus negaciones

=(p A q) : “16 no es impar y positivo a la vez”,
=(pV q) : “16 no es impar o positivo ”.

Estas tltimas pueden ser reescritas

—pV - : "16 no es impar o no es OSZ'tiUO”,
p q
—p A 1 “16 no es impar ni es positivo”.

p q

Esta claro que p es falsa y ¢ es verdadera. De esto se sigue que p A g es falsa, que p V g es
verdadera, que —(p A q) es verdadera y que —(p V q) es falsa. Esto debe también quedar
claro de los enunciados de estas proposiciones compuestas tal como estdn escritas mds
arriba. 0

1.4. Cuantificadores

Los cuantificadores permiten utilizar en el lenguaje formal, de manera precisa, las nocio-
nes de cantidad o frecuencia referidas a proposiciones, expresadas en el lenguaje coloquial
como “todos”, “ninguno”, “ nunca” o

“cada vez”, entre otras.

V77 V7] J7A7]

alguno”, “hay”, “hay al menos uno”, “siempre”,

1.4.1. Funciones proposicionales

Normalmente el uso de proposiciones como las que hemos visto es insuficiente para to-
dos los propésitos de la matemaética. Es necesario considerar proposiciones en las cuales
sus términos puedan ser variables. Estas son las funciones proposicionales. Esto es, familias
de proposiciones de la forma P(z) 6 P(x,y), donde z e y son variables que toman sus va-
lores en un determinado dominio. Por ejemplo, la funcién P(x) con dominio X determina
una proposiciéon P(z) por cada zp en X.

15
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Ejemplo. Cosideremos las siguientes funciones proposicionales con dominio los nime-
ros enteros. Dados z e y enteros:

P(z) : x + 1 es impar
Q(z) : 2z + 1 es impar (1.10)
R(z,y) :  +y es impar

Siz = 1 entonces x + 1 = 2 es par y por lo tanto P(1) : “2 es impar” es F. En cambio,
siz = 2 entonces z + 1 = 3 es impar y P(2) : “3 es impar” es V. En general tenemos que
P(2k) es Vy P(2k + 1) es F cualquiera sea el natural k.

Para cada eleccién de un entero = y un entero y, las funciones proposicionales P, Q y R
devuelven una proposicién particular. Por ejemplo, paraz = -3 ey = T:

P(z): -3+ 1= —2esimpar
Q(z) : 2(—3) + 1 = —b es impar (1.11)
R(z,y): —3+ 7 =4 esimpar

El dominio de las variables x e y en las funciones proposicionales P(z), Q(z) y R(z,y)
es el conjunto de ndmeros enteros como dijimos al principio. A veces, el dominio de las
variables se indica en la misma proposicién; por ejemplo podemos reescribir:

P(z): z+ 1esimpary x es entero

P(z): z+ 1lesimpar, z € Z
donde Z denota el conjunto de ntimeros enteros. 0

Nota. En general, para cualquier nimero natural n, se pueden considerar funciones pro-
posicionales P(x1, 2, ...,x,) en n-variables z1, ..., z,, con dominios X, ..., X, respec-
tivamente.

1.4.2. Proposiciones cuantificadas

Las funciones proposicionales no son, en general, proposiciones ya que pueden no tener
un valor de verdad definido, sino que éste depende de la variable. Las funciones proposi-
cionales pueden ser cuantificadas; una vez cuantificadas se convierten en proposiciones
con un valor de verdad definido.

14

Informalmente en el lenguaje coloquial usamos expresiones de la forma “siempre”, “a
veces”, “nunca”, “toda vez que”, “cada vez que”, “siempre que”, “uno”, “varios”, “mu-
chos”, “todos”, “ninguno”, “alguno”, “existe”, “hay”, etc, para cuantificar expresiones.
Decimos, por ejemplo, “nunca gano la quiniela”; “cada vez que la veo me largo a llorar”;

“siempre que voy a la cancha perdemos”; “hay alguien que no limpia la mesa”; “sélo él
pudo haberlo hecho”.

En matematica, sélo es necesario usar dos de éstas, “existe” y “para todo”, simbolizados
por 3y V, respectivamente. Estos son los llamados cuantificador existencial y cuantificador

universal, respectivamente. También se usa el cuantificador existencial tinico, denotado por
an

16
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En lo que sigue nos referiremos principalmente a funciones proposicionales de la forma
P(z) o P(x,y), aunque todo lo que digamos es también valido para funciones proposicio-
nales con maés variables.

Dada una funcién proposicional P(x), una particularizacién de ésta es la proposicién
P(c), que resulta de P(xz) sustituyendo x por el valor ¢, donde ¢ es uno de los posibles
valores que puede tomar z. Definimos ahora las cuantificaciones de una funcién propo-
sicional.

La cuantificacion existencial de P(x), es la proposicién

Ja P(x)

s

que se lee “existe un elemento = que cumple P(x)”, “existe un elemento = que sa-
tisface P(z)”, “existe un elemento x con P(x)” o “existe x tal que P(x)”. Esta es
verdadera si hay por lo menos una particularizacién de P(z) verdadera. O sea, si
existe al menos un ¢ en el dominio de x tal que P(c) es verdadera.

La cuantificacién universal de P(x), es la proposicién
Vz P(x)

AT

que se lee “para todo x se cumple P(z)”, “para todo = se satisface P(z)” o “para
todo z, P(x)”. Esta es verdadera si toda particularizaciéon de P(x) es verdadera, es
decir si P(c) es verdadera para todo c en el dominio de z.

También se usa la cuantificacion existencial iinica de P(x), que es la proposiciéon
Az P(x)

que se lee “existe un tinico x tal que P(x)”, que es verdadera si hay exactamente una par-
ticularizacién verdadera de P(z). En otras palabras, si existe un c en el dominio de x tal
que P(c) es verdadera y c es el tinico con esa propiedad; es decir, si existe ¢’ tal que P(c)
es verdadera, entonces ¢ = ¢’. En simbolos, 3!z P(x) si y solo si

JeP(e) AN (3P = c={)

Ejemplos. Consideremos algunas proposiciones construidas a partir de las funciones
proposicionales P(z), Q(z) y R(z,y) en (1.10), usando los cuantificadores. Recordemos
que z,y son nimeros enteros.

(1) Para P(z) tenemos:

Vo P(x) : paratodoz, x4 1 esimpar

dx P(x) : existe al menos un x tal que x + 1 es impar

(2) Para Q(z) tenemos:

Vz Q(x) : paratodo x, 2z + 1 es impar
Jdz Q(x) : existe al menos un z tal que 2x + 1 es impar
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(3) Para R(x,y) tenemos:

dz 3y R(z,y) existen al menos un x y un y tales que x + y es impar
Va 3y R(x,y) para todo z, existe al menos un y tal que x + y es impar
JaVy R(x,y) : existeun z tal que para todo y, x + y es impar

VaVy R(x,y) x + y es impar para todo z e y

En el caso de haber méas de una variable, cada una puede ser cuantificada con 3 o0 V inde-
pendientemente. Observamos que en caso de cuantificar una variable con 3y otra con V el
orden de los cuantificadores es relevante. Esto es asi aun en el caso en el que las variables
tengan el mismo rol o se puedan intercambiar como en el caso de la funcién proposicional
R(z,y). En efecto, la proposicién

Vo 3y R(z,y) : para todo z, existe (al menos) un y tal que x + y es impar

es VERDADERA, pues cualquiera sea el z dado, eligiendoy = —x+1resultaquez+y =1
que es impar. Ahora, la proposicién

JxVy R(x,y) : existe un x tal que para todo y,  + y es impar

es FALSA, pues no existe un z tal que sumado a todo otro entero de una suma impar, ya
que por ejemplo la suma z + (—x) = 0 que es par. 0

1.4.3. Negacién de proposiciones cuantificadas

Es importante saber negar correctamente proposiciones con cuantificadores. Las nega-
ciones de los cuantificadores existencial y universal son las siguientes:

-(3z P(x)) = Vz-P(x)
-(Vz P(z)) = 3z -P(x)

Es comtin omitir los paréntesis de arriba. Repitamos estas negaciones, pero ahora usando
el lenguaje comun.

-3z P(z): “no es cierto que exista al menos un x tal que P(x)” que es lo mismo que
decir que “para ningun z, se cumple P(x)” o “para todo z, no se cumple P(z)”.

—Vz P(z): “no es cierto que para todo z, P(z) es verdadera” que es lo mismo que
decir que “para algtn z, no vale P(z)” o “existe al menos un « para el cual P(z) no
vale”.

Por ltimo veamos cémo es la negacion del cuantificador existencial tinico. Para que no se
cumpla que existe un tnico z tal que vale P(z) pueden pasar dos cosas: o bien no existe
ningln x que satisfaga P(z), o bien existen méas de un x que satisfacen P(z). En simbolos,
tenemos

-3z P(z) = (-3z P(z)) V 3z,y, z #y, P(z) A P(y))
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Ejemplos. Estudiemos ahora las proposiciones de los ejemplos anteriores construidas
cuantificando las funciones proposicionales P y (). Para ello, determinamos sus valores
de verdad y enunciamos correctamente sus negaciones.

(1) Sea P(x) : “x + 1 es impar”, donde x toma valores en los ntimeros enteros.

Vo P(x) : “para todo x, x + 1 es impar”. Esta proposicién es raLsa, pues 1+1 es
par. Es decir, si ¢ = 1, la particularizaciéon P(c): “c + 1 es impar” es falsa. Cabe
aclarar que, en este caso, hay otras particularizaciones de P(z) también falsas,
por ejemplo con ¢ = 3, ¢ = 5 0 ¢ = 157 y también hay paricularizaciones que son
verdaderas, como con ¢ = 2, ¢ = 4 0 ¢ = 156. S6lo basta encontrar un ¢ que falle
para mostrar la falsedad de la proposicién.

=V P(z): “existe al menos un x tal que x+1 es par”. Esta proposicion es VERDADERA,
pues 1+1 es par. Esto no sorprende pues ésta es la negacién de la anterior, que es
verdadera.

Ja P(x) : “existe al menos un x tal que x + 1 es impar”. Esta proposicién es VERDA-
DERA, pues 2+1 es impar; es decir si ¢ = 2 la particularizacién P(c) es verdadera.
Como en el caso anterior, en éste, hay muchos enteros que la hacen verdadera,
como por ejemplo 4, 6 y 128 entre otros.

—3x P(x) : “no existe ningtin x tal que x+ 1 es par”. Esta proposicion es FaLsA, pues
141 es par.

(2) Sea Q(x) : “2z + 1 es impar”, donde x es un ntimero entero.

Vo Q(x) : “para todo x, 2z + 1 es impar”. Esta proposicion es VERDADERA, ya que
2z + 1 dividido 2 nunca es entero.

—Vz Q(x) : “existe x tal que 2x + 1 es par”. Esta proposcién es FALsA, ya que como
dijimos antes 2x + 1 nunca es par.

Jx Q(x) : “existe al menos un x tal que 2x + 1 es impar”. Esta proposicién es VERDA-
DERA, yaquesic = 0,2c+ 1 = 1 es impar.

-3z Q(z) : “no existe ningiin x tal que 2z + 1 es impar”; o dicho de otra manera,
“para todo x, 2x + 1 es par”. Esta proposicion es FaLsa, ya que como observamos
antes 2z + 1 nunca es par. O

Dada una funcién proposicional de dos variables P(x,y), la expresion VzVy P(z,y)
es una abreviatura de Vz(Vy P(z,y)). Lo mismo sucede con el cuantificador existencial.
Cuando los cuantificadores son los mismos, no hay diferencia en el orden en que apare-
cen z e y y se puede abreviar usando Vz, y en lugar de VxVy. De este modo tenemos

VaVy P(z,y) = Va,yPz,y) = VyxzPxz,y) = VyVaP(z,y),
Jxdy P(x,y) = Fw,yPlry) = FyaPlry) = FydoP(,y).

Es til pensar que Vz(VyP(z,y)) es igual a la proposicién Vz Q(z,y), donde Q(z,y) es
la proposicién cuantificada Vy P(x, y), i.e.

Va(Vy P(z,y)) = Vo Q(z,y).
N——
Q(z,y)
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De esta manera resulta mds facil negar la proposicién VzVyP(z,y). Simplemente aplica-
mos lo que ya sabemos paso a paso. Resulta que

—(VaVy P(z,y)) = —Va(VyP(z,y)) = Vo Q(z,y)
Jz-Q(z,y) = Jz(=Vy P(z,y))
= dzdy (=P(x,y)).

Cuando los cuantificadores son distintos, el orden de éstos no puede intercambiarse,
i.e. en general

Ve3dy P(z,y) # 3yVa P(z,y),
daVy P(z,y) # Vy3dz P(z,y).

A partir de la funcién proposicional P(z,y), se pueden obtener hasta 6 * proposiones
cuantificadas distintas:

VaVy P(z,y)  Vady P(z,y) Vydz P(z,y)
3aVy P(z,y) ¥z Plz,y) 323y Pla,y)

Sin embargo, si el enunciado es “simétrico” en z e y, es decir los roles de x e y pueden ser
intercambiados sin cambiar el enunciado, entonces:

Vady P(z,y) = VydzP(x,y)
JaVy P(x,y) = JyVa P(x,y)

Esto sucede en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea R(z,y) : “z + y es impar” con z e y niimeros enteros.

Jaz3y R(x,y) : “existen al menos un x y un y tales que x + y es impar”. Esta proposicién
€s VERDADERA, Va que 1 + 2 = 3 es impar. Es decir, la particularizacion R(1,2) es
verdadera. Esté claro que hay muchos pares z, y tales que su suma z + y es impar,
aunque también hay muchos otros pares cuya suma es par. Por ejemplo, R(2m, 2n +
1) y R(2m + 1, 2n) son verdaderas cualesquiera sean los enteros m y n.

—(3z3y R(z,y)): “no existe ningiin par de enteros x,y tales que x + y es impar”. Esto
equivale a VaVy —~R(z,y) o sea, “la suma x + y de cualquier par de enteros x,y es par”.
Esta proposicion es raLsa, ya que por ejemplo 0 + 1 = 1 es impar, es decir R(0, 1) es
una particularizacién falsa. Nuevamente hay muchos otros pares x, y cuya suma es

par.

Vo 3y R(z,y): “para todo x, existe al menos un y tal que z+y es impar”. Esta proposicién
€S VERDADERA, pues dado z Cualquiera siy=x+1,entoncesx+y=x+zxz+1=
2z + 1 que es impar. Notamos que el y que proponemos depende de z, es decir
si cambiamos z, cambia y. Ademds notamos que el y que elegimos no es la tinica
eleccion posible; por ejemplosiy = z + 3, 0y = 3z + 1 la suma z + y también es
impar.

"Son 6 pues ya dijimos que VaVy = VyVz y J2Ty = JyTz.
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—(Vz 3y R(z,y)) : equivale a 3zVy ~R(z,y), o sea “existe al menos un x, tal que para
todo y, la suma x + y es par”. Esta proposicion es raLsa. Cualquierasea z,siy = = +1,
xz+y = 2z+1 esimpar, luego es imposible encontrar un « tal que al sumarle cualquier
numero el resultado sea siempre par.

JxVy R(x,y) : “existe un x, tal que para todo y, x + y es impar”. Esta proposicién es
FALSA, pues para que x + y sea impar, z e y deben tener distinta paridad, es decir =
es par e y impar o viceversa. Luego, no puede existir un x de la forma buscada.

—(3zVy R(z,y)) : equivale a Vz3y—R(x,y), 0 sea “para todo x, existe un y tal que x +y
es par” . Esta proposicion es VERDADERA. Dado z, sea y = z. Luego = + y = 2x que
siempre es par.

Vo Vy R(x,y) : “para todo x e y, v+ y es impar”. Esta proposicion es FaLsa, ya que 1+ 1
es par.

—(VzVy R(z,y)): “existen x e y, tales que x + y es par”. Esta proposicién es claramente
VERDADERA; es muy facil exhibir pares de enteros cuya suma es par.

Resumiendo, tenemos

Jx Iy R(x,y) VERDADERO
Vr 3y R(z,y) VERDADERO
JxVy R(x,y) FaLso
VaVy R(z,y) FaLso

Vemos que los valores de verdad las proposiciones con 3y V son distintos al cambiar el
orden de los cuantificadores. %

Nota. Terminamos esta seccién con un comentario sobre como justificar un enunciado
cuantificado. Por simplicidad consideramos el caso de una funcién proposicional de una
sola variable P(x).

Consideremos primero la proposicién Vo P(x). Si ésta es veradera, debemos “demos-
trar” dicha proposicién, es decir, dar un argumento que muestre que para un z arbitrario,
P(z) es V. Mientras que si es falsa, bastard dar un contraejemplo, esto es, exhibir un c en el
dominio de P tal que P(c) es F.

Ahora consideremos la proposicién 3z P(x). Si esta proposicién es verdadera, bastara
con exhibir un ejemplo, esto es, un c tal que P(c) es V. Mientras que si resulta falsa, entonces
habra que demostrar que cualquiera sea z, P(z) es falsa.

Podemos resumir lo dicho en este cuadro:

Enunciado \Y F

Va P(xz) | DEMOSTRACION | CONTRAEJEMPLO

Jz P(x) EJEMPLO DEMOSTRACION
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1.5. Demostraciones

Los resultados o verdades de la matematica, los teoremas, se validan con demostracio-
nes o pruebas.

Una prueba o demostracion es una sucesion finita de proposiciones verdaderas, que co-
mienza con una que se asume verdadera, la hipdtesis, y tal que la verdad de cada una de
las otras se deduce l6gicamente de la verdad de la anterior por medio de argumentos vé-
lidos. Estos deben ser correctos, simples, claros y convincentes. El tiltimo enunciado en la
cadena recibe el nombre de tesis. El paso de una proposicién p a la siguiente g en una
demostracion es lo que se denomina implicacién de p a g:

pP=q
que se lee:
p implica (l6gicamente) g,
q se sigue (l6gicamente) de p,
q es consecuencia (16gica) de p,
q es implicada (l6gicamente) por p.

Vimos que asociadas al condicional p — ¢ hay otras proposiciones: reciproca, contraria
y contrarreciproca. Estas mismas existen para la implicacién p = g, a saber:

Implicacién reciproca: ¢ = p.
Implicacién contraria: —p = —q.
Implicacién contrarreciproca: ~q = —p.

La implicacién p = ¢ y su contrarreciproca resultan equivalentes, y esta equivalencia
da un método de demostracion 1til, usado con frecuencia en matemaética.

Por altimo, asociado al bicondicional p <+ ¢ existe la doble implicacién o equivalencia
pP<=q
que se lee
psiysoélosig;
p implica y es implicada por g;
p es (condicién) necesaria y suficiente para g;

Py ¢ son equivalentes.
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1.5.1. Laimplicacién

La implicacién es un concepto fundamental de la légica. Es la base del método deduc-
tivo, método esencial para la validacién de los resultados en todas las ciencias. La impli-
cacién de una proposicién g de otra p, es la justificacion de la veracidad de g a partir de la
veracidad de p en un marco dado y de acuerdo a reglas preestablecidas.

Observamos que la implicacién p = ¢ y el condicional p — ¢ no son lo mismo, aunque
guardan alguna relacién. Es por esto que muchas veces se confunde una con otra. Una
primera diferencia que podemos remarcar es que la implicacién p = ¢ no es una propo-
siciébn compuesta de p y ¢ en el sentido de la seccién anterior, como si lo es el condicional
p—q

La relacién entre = y — no es nuestro objeto de estudio. Sin embargo queremos discutir
brevemente sobre la implicacién y el condicional, pues lo aprendido en el marco formal
sobre el condicional p — ¢ resulta ttil como marco para comprender mejor la implicaciéon
P=q.

El hecho bésico y fundamental de la implicacién es que a partir de una proposicién
verdadera p, por medio de argumentos vélidos, sélo se obtienen nuevas proposiciones
verdaderas ¢. Esto hace que podemos pensar que la veracidad de la implicacién p = ¢
indica que la verdad de ¢ se deduce de la veracidad de p. Asi, si p es verdadera y ¢ se
deduce de p, concluimos que ¢ es también verdadera. Esto se conoce como “modus ponens”
y es uno de los més elementales métodos de deduccién de la légica. Este es el método de
validacién que usamos en matematica:

Modus ponens: Para validar una proposicién, debemos mostrar que se sigue,
por medio de un nimero finito de argumentos vélidos, de otra(s) cuya veraci-
dad ya fue(ron) establecida(s) previamente.

modus ponens

plo=alq
vl v [v

Notamos que ésto coicide con el primer renglén de la tabla de verdad del condicional
p—q

En otras palabras: si partimos de algo verdadero y argumentamos correctamente, obtenemos
nuevas verdades. De esto se sigue que si partimos de algo verdadero y argumentando obte-
nemos algo falso, los argumentos no son correctos. (Ya que de ser correctos la conclusién
es verdadera.) Notamos que esto es el segundo renglén de la tabla de verdad del condi-
cional.

plalp—q
V|F| F
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Los dos tltimos renglones de la tabla de verdad del condicional p — ¢

plalp—g
F|V| V
F|F| V

expresan que a partir de una proposicion falsa es posible, por medio de razonamientos
l6gicos correctos, deducir tanto cosas falsas como verdaderas. Por ejemplo, si partimos
de la proposicién (falsa) 1 = 2, multiplicando ambos miembros de la igualdad por un
mismo nimero obtenemos una nueva igualdad entre ntimeros. Asi multiplicando por 2,
obtenemos que 2 = 4 (falso) y multiplicando por 0, obtenemos que 0 = 0 (verdadero).

Ya dijimos que asociadas a la implicacién p = ¢, existen otras implicaciones:
Implicacién reciproca: ¢ = p.
Implicacién contraria: —p = —g.
Implicacién contrarreciproca: ~q = —p.

Destacamos que la equivalencia de la implicacién p = ¢ con su contrarreciproca ~g = —p
es un método de demostracién ttil, usado con frecuencia en matemética.

La doble implicacién
p<=q,

es una manera abreviada de escribir la implicacién p = ¢ junto con su reciproca p < q.
En este caso la proposicion g se sigue de p y la proposicién p se sigue de g. Es decir son
equivalentes. Son formas o expresiones posiblemente distintas de una misma verdad.

1.5.2. Tipos de demostraciones

En esta seccién presentamos, de manera un tanto informal, distintos tipos de demostra-
ciones que se utilizan frecuentemente. Aclaramos que esta no pretende ser una clasifica-
cién completa de dichos tipos. Se trata mas bien de una discusién que muestra algunos
aspectos a tener en cuenta sobre las demostraciones; y que sirve para orientar al lector
cuando se encuentre con una demostracién que pretenda entender, o bien cuando deba
escribir la demostracién de un hecho por si mismo.

Segtin la légica: directa, indirecta y por el absurdo

Recordemos que un teorema es un enunciado verdadero para el cual existe una demos-
tracion. Hay tres tipos generales de demostracion que materializan diferentes estrategias
l6gicas: DIRECTA, INDIRECTA Y POR EL ABSURDO. Veamos en qué consisten y como funcionan
en el caso de un enunciado de la forma

P=4q

que es la forma mas comudn en que suelen presentarse los resultados en matematica. Aqui
p es la hipétesis o premisa y ¢ es la tesis o conclusién.
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DEMOSTRACION DIRECTA: se asume que p es verdadera; y en un namero finito de pasos,
y por medio de argumentos validos y usando otros resultados previamente estable-
cidos, se deduce que g es verdadera.

La regla de inferencia modus ponens asegura que si P es verdadera y la implicacién
P = @ es verdadera, entonces () es verdadera. Si tenemos una cadena de implica-
ciones que comienza con p

p=p1, DP1= D2, cev Pn—-1=Dn, DPn=¢(q

por modus ponens, como p es verdadera por hipétesis y p; es consecuencia por
medio de argumentos validos de p, p; es verdadera; de la misma forma se sigue que
p2 es verdadera y asf sucesivamente hasta concluir que ¢ es verdadera.

DEMOSTRACION INDIRECTA O CONTRARRECIPROCA: aqui, en lugar de probar la implica-
cién p = ¢, se prueba su contrarreciproca -g = —p. O sea, suponiendo que q es falsa
hay que (de)mostrar que p también es falsa.

Como ya vimos, la implicacién p = ¢ y su contrarreciproca ~g = —p son equivalen-
tes.

DEMOSTRACION POR EL ABSURDO: en general, si queremos probar que una proposicion
r es verdadera, suponemos que r es falsa y, a partir de esto, deducimos la falsedad de
algo que sabesmos que es verdadero. Esto es lo que se llama un absurdo o contradic-
cién, lo cual es inaceptable en matematica. Esta contradiccién proviene de suponer
que 7 es falso, por lo cual concluimos que r debe ser (es) verdadero.

Las demostraciones por el absurdo y las indirectas comparten la misma esencia. Las
indirectas o contrarreciprocas, son casos particulares de demostraciones por el absurdo.
Como dijimos, una prueba indirecta de p = ¢, asume que ¢ (lo que queremos mostrar que
es verdadero) es falso, y a partir de esto conlcuimos que p es falso, siendo que lo habiamos
asumido verdadero. Esto es un absurdo o contradiccion.

Saber cudndo utilizar una u otra técnica es parte del arte de hacer matematica. Por ejem-
plo, en una prueba larga es usual encontrar varios de estos tipos de demostracion en dis-
tintas etapas de la misma.

A continuacién ilustramos estos métodos mostrando algunos teoremas, del tipo que
encontraremos mas adelante, con sus correspondientes demostraciones.

Ejemplos.

(1) DEMOSTRACION DIRECTA.
TeOREMA. La suma de dos enteros pares es par.

Demostracion. Sean x e y enteros pares. Luego x = 2m, y = 2n para ciertos enteros
m,n. Entonces x + y = 2m + 2n = 2(m + n), y como m + n es un entero, x + y es un
entero par. O

Notar que el enunciado del teorema se puede poner de la forma p = ¢ asi: “z, y pares
implican = + y par” o “si x y y son pares, entonces x + y es par”.
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(2) DEMOSTRACION INDIRECTA.
TeOREMA. Si n es entero y n? es par, entonces n es par.

Demostracién. Supongamos que n es impar, o sea n = 2k + 1 para algtn entero k. Luego
n? = (2k +1)? = 4k? + 4k + 1 = 4(k(k + 1)) + 1 es impar. Hemos probado que “n
impar = n? impar”. Por equivalencia con la contrarreciproca, probamos que “n? par
= n par”. O

Nota. El enunciado “n entero par = n? par” se prueba directamente. Si n = 2k con k
entero, entonces n? = 4k? = 2(2k?) es par. Si quisiéramos probar la reciproca “n? par
= n par”, de manera directa, nos encontramos con dificultades. En efecto, si n? = 2k,
k € 7, entonces n = +/2k es entero, pero no hay forma de saber si es par o impar.

(3) DEMOSTRACION POR EL ABSURDO.
TroreMA. El niimero real \/2 es irracional.

Demostracion. Supongamos que /2 fuera racional. Entonces v2 = ™ con m,n ente-
ros. Elevando al cuadrado, tenemos que 2m? = n?. Por el teorema fundamental de la
aritmética (TFA) que veremos maés adelante, todo entero se factoriza como producto
de ntimeros primos de forma tinica (salvo el orden de los factores). Ahora, el primo
2 aparece en la factorizacion de 2m? y luego debe aparecer en la de n?. Como la fac-
torizacién de n? es la de n duplicada y lo mismo ocurre con la factirizacién de m?,
vemos que en el miembro de la derecha, n2, el 2 aparece un numero par de veces,
mientras que en el miembro de la izquierda, 2m?, aparece un ntimero impar de veces.
Esto contradice la unicidad del TFA. Por lo tanto, v/2 es irracional. O

Segtin el método: constructiva, existencial, exhaustiva e inductiva

Ademas de los tipos de demostracién descriptos, segtn la estrategia 16gica adoptada,
también podemos distinguir tipos de demostraciones segtin cémo se llevan adelante; esto
tiene que ver con la naturaleza de lo que se quiere demostrar. No son tipos excluyentes
entre si; por ejemplo hay demostraciones constructivas por induccién y demostraciones
existenciales exhaustivas.

ConsTrucTIVA: Se demuestra la existencia de un objeto matematico construyénlo,
para exhibirlo explicitamente.

ExisTeNncIAL (no constructiva): Se demuestra la existencia de un objeto matemaético,
sin construirlo ni ser capaz de exhibirlo.

ExHAusTIvA: Se consideran todos los casos posibles que pueden ocurrir en una de-
terminada situacion de interés y se los prueba uno por uno.

InpucTiva: Sirve para probar proposiciones con una variable natural de la forma
Vn P(n) y la herramienta es el principio de induccién (que veremos maés adelante).

Nota. Estos son solo cuatro tipos de demostraciones en los que se distingue algtin mé-
todo de caracteristicas particulares. Se podrian agregar a esta lista muchos mas, algunos
propios de dreas particulares. Por ejemplo, podriamos agregar las demostraciones comsi-
NATORIAS (0 “combinatéricas”), presentes frecuentemente en Matematica Discreta.
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Ejemplos.

(1) DEMOSTRACION CONSTRUCTIVA.
TeoremA. Dados 2 niimeros reales a < b, existe un c tal que a < ¢ < b.

Demostracion. Sea
__a+b
€="3

(el punto medio del segmento ab). Como a < b tenemos a = “F¢ < 2 = ¢y del

mismo modo ¢ = ‘%“b < % =b. O

En esta demostraciéon se muestra como construir un namero ¢ concreto con las pro-
piedades esperadas (entre a y b).

(2) DEMOSTRACION EXISTENCIAL (NO CONSTRUCTIVA).

TeorEMA. En todo conjunto de 13 o mds personas, hay por lo menos dos de ellas que cumplen
afios el mismo mes.

Demostracion. Elijamos 12 personas al azar del conjunto total. Si hay 2 que cumplen el
mismo mes ya estd. Consideremos entonces que las 12 cumplen afios en meses dis-
tintos, es decir una en cada uno de los 12 meses del afio. Ahora, cualquiera sea la
decimotercera persona que elijamos necesariamente cumplira afios el mismo mes que
alguna de las 12 primeras. O

En un conjunto concreto de personas, por ejemplo los alumnos del curso, uno podria
preguntar las fechas de nacimiento. Sin embargo, la afirmacién es sobre un grupo
arbitrario de personas, del cual no sabemos nada. De todas formas, fuimos capaces de
probar la afirmacién sin necesidad de exhibir el par de personas que cumplen afios el
mismo mes ni tampoco qué mes es éste.

(3) DEMOSTRACION POR EXHAUCION.

TeorEMA. El producto de 3 naturales consecutivos es miiltiplo de 3.

Demostracion. Sea n un namero natural cualquiera y sea
m=n(n+1)(n+2).

Queremos ver que m es multiplo de 3. Notamos que basta mostrar que uno de los tres
factores es multiplo de 3. Consideremos el resto, r, de dividir a n por 3. Hay 3 casos
posibles, pues 0 < r < 2.

(i) Sir = 0, entonces n = 3k para algan k, y asi m es mdltiplo de 3.

(ii) Sir = 1, entonces n = 3k + 1 para algtin k, y por lo tanton+2 = 3k +3 = 3(k +1).
Luego m es mdltiplo de 3.

(iii) Si r = 2, entonces n = 3k + 2 para algin k, y n+1 = 3k + 3 = 3(k + 1), de donde
se sigue que m es multiplo de 3.

En todos los casos obtenemos que m es multiplo de 3. O

En esta prueba por exhausién, analizamos cada una de las tres situaciones en las que
dividimos el problema dado. Observamos que siempre alguna de ellas nos permite
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deducir lo que queremos, aunque no es simpre la misma. Por ejemplo, el producto
4-5-6 es multiplo de 3, pues el tercer factor lo es; en cambio el producto 11-12-13 es
multiplo de 3 porque el segundo factor lo es.

(4) DEMOSTRACION INDUCTIVA.
TrorEMA. El niimero 32"+t + 27+2 es miiltiplo de 7 para todo n € N.
Demostracién. La dejamos para mas adelante. 0

El enunciado se refiere a algo que vale para todo namero natural. Si n = 1, entonces
32l 4 9nt2 = 9748 = 35 = 7-5.Sin = 2, entonces 3"+ 4272 = 243 + 16 =
259 = 7-37.Sin = 3, entonces 32"+ 4+ 2712 = 2187 + 32 = 259 = 7-317. Con ayuda
de una computadora podriamos seguir chequeando que esto se cumple para n’s muy
grandes. Sin embargo, jamas terminariamos. Esto requiere la técnica de la induccién
que veremos mas adelante (ver Capitulo 7, §7.2). 0

De més estd decir que un mismo resultado puede en ciertas ocasiones ser demostrado
de muchas formas distintas y por distintos métodos.

Notacién. En general el fin de una demostracén se indica explicitamente. Para esto se usan
los simbolos //, [, B, o la sigla QED Y por “Quad Erat Demonstradum”, que significa ‘lo
que debia ser demostrado’. El simbolo [] se debe a Paul Halmos (1916-2006), quien fue
pionero en su uso.

Digresion. Fijemos nuestra atenciéon en dos citas de dos de los més grandes matematicos
de la historia. Carl Friedrich Gauss dijo “He tenido mis resultados por un largo tiempo, pero
aiin no se como llegar a ellos”. Por otra parte, Georg Bernhard Riemann sentenci6 “;Si tan
solo tuviera los teoremas! Entonces podria hallar las pruebas ficilmente”.

Esto ilustra dos situaciones opuestas que se plantean con frecuencia en el quehacer dia-
rio de un matematico. A veces, uno tiene un enunciado del cual est4 seguro que es ver-
dad (ya sea por intuicién, porque ha analizado numerosos casos particulares, porque ha
reunido demasiada evidencia a favor, etc), pero del que puede ser muy dificil hallar una
prueba. Otras, cuesta encontrar el enunciado correcto que refleja lo que uno quiere y que
uno puede probar con las herramientas disponibles.

Pruebas gréficas y geométricas. Finalmente mencionamos otro tipo de demostracion,
las pruebas graficas (que hacen uso de gréficos, esquemas, dibujos, etc). Aunque hoy en
general, las pruebas graficas pueden ser consideradas insuficientes como demostraciones
acabadas, fueron muy usadas en la antigiiedad. De todos modos los dibujos, diagramas y
graficos ayudan mucho a la intuicién del matemético y pueden inspirar una prueba o un
resultado. Por ejemplo, usaremos los llamados diagramas de Venn cuando veamos con-
juntos en el siguiente capitulo y ciertas representaciones de puntos para obtener férmulas
en el Capitulo 5.

Algunos argumentos geométricos tienen verdadero status de prueba, como lo muestra
el siguiente ejemplo, y podemos hablar en este caso de pruebas geométricas.

A veces, cuando la demostracién es dificil e ingeniosa, algunos profesores escriben en la pizarra QEPD
por ‘queda entonces perfectamente demostrado’, aunque algunos alumnos pudieran darle un significado mas
lapidario...
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Ejemplo. Consideremos el famoso Teorema de Pitdgoras ~ .

TeorEMA. En todo tridngulo rectdngulo, la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos, es
igual al cuadrado de la medida de la hipotenusa.

Es decir, si a y b denotan las medidas de los catetos y ¢ denota la medida de la hipote-
nusa,

entonces
a® +b* =2

Una demostracién grafica muy conocida es la siguiente:

Como los 4 triangulitos son equivalentes, las dreas de los cuadrados son iguales!
En la red encontrard muchisimas pruebas mds de este teorema. O

1.5.3. Conjeturas, ejemplos y contraejemplos |

Las conjeturas, los ejemplos y los contraejemplos son muy ttiles en la construccién y el
descubrimiento del saber matematico.

Las conjeturas

Una conjetura es una afirmacién matemadtica de la cual no se conoce su valor de verdad,
pero que se cree verdadera (y por eso se enuncia).

Goldbach. El ejemplo mas famoso es sin dudas la Conjetura de Goldbach, dada en una
carta de Goldbach a Euler fechada en 1742.

Conyerura. Todo entero par, mayor que 2, es suma de dos niimeros primos.
Por ejemplo, para los primeros 10 casos, tenemos
4=2+42, 6=3+3, 8=3+5,
10=3+7=5+5, 12=5+7, U4=3+11=7+7,
16=3+13=5+11, 18=5+13, 20=3+17=7+13;

“Probablemente el tinico teorema mundialmente conocido por gente que no estudia ni estudiard matema-
tica, y el tinico teorema que recuerde de toda su formacién escolar.
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incluso el 22 se puede escribir de 3 formas distintas
22=3+19=5+17=11+11.

De hecho, podriamos seguir diviertiéndonos un rato ya que se ha chequeado con compu-
tadoras que la conjetura es cierta para nimeros muy grandes. Sin embargo, esto no cons-
tituye una prueba (de hecho, jfaltan chequear infinitos casos!). Aunque el enunciado es
tan sencillo como para que cualquier chico de primaria puede entenderlo, la veracidad o
no de ésta sigue aun increfblemente sin respuesta después de mas de 270 afios

Primos gemelos. Otra conjetura famosa y de larga data es la de los primos gemelos, es
decir pares de primos de la forma p, p + 2, como el par formado por 3 y 5.

ConjetuRraA. Existen infinitos primos gemelos.

Es muy fécil encontrar algunos pares de primos gemelos pequefios. Por ejemplo, los
pares con p menor que 100 son: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29, 31), (41,43), (59,61),
(71,73). Después se complica, aunque se conocen 808.675.888.577.436 pares de primos
gemelos menores que 10'8. Algunos de los mayores pares conocidos fueron encontrados
con computadoras entre 2007 y 2011. Estos son 2.003.663.613 - 2.195.000 = 1 con 58.711
cifras, 65.516.468.355 - 2.333.333 £ 1 con 100.355 cifras y

3.756.801.695.685 - 2.666.669 £ 1

con 200.700 cifras! La conjetura, sin embargo, atin estd lejos de ser resuelta” .

Fermat. Todos conocen el teorema de Pitadgoras “dado un tridngulo rectingulo, la suma de
los cuadrados de los catetos, es igual al cuadrado de la hipotenusa”. Sabemos que hay tridngulos
rectangulos de lados enteros, es decir existen soluciones enteras a la ecuaciéon

22 4P = 22
Una de ellas estd dada por la terna (3,4, 5) y otra por (5,12, 13). En realidad, existen infi-
nitas ternas (z, y, z) que la satisfacen, llamadas ternas pitagéricas, dadas por
x:mQ—n2, Yy = 2mn, z=m?+n?

donde m y n son enteros arbitrarios. Las ternas primitivas, o sea con z, y, z mutuamente
coprimos, se obtienen si y s6lo m, n son coprimos (luego m > n > 1) y uno de ellos es par
(jchequear estas afirmaciones!) El teorema de Fermat dice que el teorema de Pitdgoras no
puede ser generalizado a potencias mayores que 2.

Una generalizacion de este teorema serfa encontrar ternas de enteros z, y, z que satisfa-
gan 23 + 3 = 23 6 #* + y* = 2*. De hecho, podriamos pensar en cualquier potencia
" +y" = 2", n > 3.

En 1637, Pierre de Fermat conjeturé que la ecuacién de arriba no tiene soluciones enteras
mas que las triviales (x = 0 o y = 0). De hecho, el crey6 haberlo demostrado, ya que en el
margen de su copia del libro Arithmetica de Diofanto escribié

""Hay incluso una linda novela sobre el tema, El tio Petros y la conjetura de Goldbach escrita en 1992 por el
griego Apostolos Doxiadis, muy recomendable para las vacaciones (el libro, no asi demostrar la conjetura).
“"Por favor, no intente esto en casa! Al menos rinda la materia primero.
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“he descubierto una prueba realmente maravillosa de este hecho, pero este margen es
demasiado angosto para contenerla.”

Clésicamente se lo llam¢ el “taltimo Teorema de Fermat”, aunque en algunos libros viejos
se lo encuentra como Conjetura de Fermat.

Desde entonces, algunos de los més insignes matematicos intentaron resolverla sin suer-
te. De hecho, fue una de las conjeturas mas famosas de la historia de la matemética que
pérmanecio abierta por 358 afios, hasta que en 1995 Andrew Wiles logré por fin demos-
trala, luego de 10 afios de trabajo continuo en total aislamiento usando matemética muy
dificil y avanzada. Desde entonces, se trata de un teorema.

TeorEMA (FERMAT-WILES). Para todo n > 2, no existen enteros positivos x,y, z distintos de cero
tales que 2™ + y" = 2"

Existen muchisimas otras conjeturas en la actualidad, en todas las dreas de la matemati-
ca, esperando ser resueltas. Una de las més famosas, problema por el cual hay un premio
de u$s 1.000.000 (ademaés de la fama, claro) para quien lo resuelva, es la llamada Hipétesis
de Riemann. Sin embargo, esta es demasiado complicada para enunciarla aqui. Solo dire-
mos que se trata de encontrar los ceros de la funcién llamada “zeta de Riemann” y que
éstos tienen que ver con la distribucién de los nimeros primos =

Los ejemplos

Un ejemplo es una instancia verdadera de una proposicién mas general. Sirven para em-
pezar a entender un enunciado que puede ser muy complicado, por ejemplo si estd plan-
teado con demasiada generalidad. Hasta aqui, ya hemos dado numerosos ejemplos de
ejemplos.

En el caso de las ternas pitagoricas, (3,4, 5) y (5, 12, 13) son ejemplos (que corresponden
am=2n=1ym=3,n=2). Tomandom = 4yn =10n = 3 tenemos las ternas
pitagoricas (8,14, 15) y (7, 24, 25), respectivamente.

Los contraejemplos

Un contraejemplo es una instancia falsa de una proposicién més general. O sea, un ejem-
plo en donde se muestra que tal enunciado resulta falso. Por ejemplo, si quisieramos de-
mostrar que la conjetura de Goldbach es falsa, s6lo bastaria exhibir un contraejemplo, es
decir un ntimero par > 2 que no pueda ser escrito como suma de ningtin par de nimeros
primos.

Ejemplos. Veamos 2 ejemplos instructivos para ver como razonar y proceder.
(1) Consideremos la funcion cuadrética

p(n)=n?+n+41

*****

Dos citas al respecto: “Si despertara después de haber dormido por 150 afios, mi primera pregunta seria: ;ya se
probé la Hipétesis de Riemann?” -David Hilbert; y “Si pudieras ser el Diablo y ofrecer a matemdticos vender su alma
por la prueba de un teorema, jcual seria el teorema mds solicitado? Creo que seria la Hipétesis de Riemann.” -Hugh L.
Montgomery.
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y evaluémosla en los enteros no negativos. Vemos que p(0) = 41 es primo, p(1) = 43 es
primoy p(2) = 47 también lo es. Si seguimos, también vemos que p(3) = 53, p(4) = 61
y p(5) = 71 son primos. ;Serd cierto que p(n) es primo para mds valores de n? Pueden
(deben) chequear por su cuenta que efectivamente p(6), p(7), p(8), p(9) y p(10) son
también primos. Bueno, jesto se pone interesante! Conjeturamos que p(n) es primo
para todo n. Curiosamente, p(n) es primo para 1 < n < 39, sin embargo es falso
para n = 40, ya que p(40) = 1681 = 412, Es decir, n = 40 es un contraejemplo para
nuestra conjetura, que resulta definitivamente falsa. El polinomio p(n) fue encontrado
por Leonhard Euler en 1772 (En 1798, Legendre observé que q(n) = n? — n + 41 da
los mismos 40 primos para 1 < n < 40).

(2) Consideremos los nimeros de la forma

F,=2%+1 paran >0 (1.12)

Observemos que Fp =2! +1 =3, F1 =22+ 1 =5 =2 +1=1TyF3; =28+ 1=
257 son todos primos. Con un poco més de esfuerzo calculamos Fy = 216 + 1 =
65.536 y chequeamos que es primo. ;Serd cierto que F,, es siempre primo? Esto fue
conjeturado por Fermat y por eso estos nimeros reciben el nombre de niimeros de
Fermat. El siguiente es

Fy = 2% 41 = 4.294.967.297.

¢(Es primo? De manera muy ingeniosa, Euler (jotra vez, cuando no!) demostré que
F5 = 641 - 6.700.417. Es decir F5 es compuesto, y por lo tanto constituye un contra-
ejemplo que tira por tierra la conjetura. De todas formas, aun no se sabe si existen
infinitos primos de Fermat, es decir infinitos n para los cuales F}, es primo. 0

1.6. Ejercicios y problemas

Fragmento de una digresién del libro de Gentile [5, Cépitulo 0] a propésito de la l6gica
proposicional:

“En este curso de dlgebra (y en general en ma-
temdtica) se hacen afirmaciones, se enuncian
propiedades, se definen cosas, se hacen demos-
traciones, se dan ejemplos y contraejemplos.
Es claro que para que nuestra labor tenga un
desarrollo feliz debemos lograr que todas las
formulaciones se hagan con la maxima preci-
sion.

Es pues altamente deseable poseer un lenguaje
que nos permita efectuar nuestras afirmacio-
nes sin ambigiiedades, con claridad y también
economia.

Puede ser 1til un ejemplo para fijar ideas.

Tomemos el juego de ajedrez. El lector que es-
tudie un poco de matemdtica, notard que el es-

quema de juego del ajedrez es bastante andlogo
al esquema de trabajo en Matemdtica. Tablero
y fichas corresponde a tener entes matemdticos
( por ejemplo, puntos, rectas, conjuntos numeé-
ricos, funciones, matrices, etc.) y las reglas de
movimiento corresponden a reglas vilidas de
razonamiento. Mover las piezas corresponde
a "hacer matemdticas” (esencialmente: probar
teoremas).

Pero ademds, los ajedrecistas poseen una for-
ma de escribir sus partidas: 1. PAR, PAR; 2.
C3AD, C3AR; 3. P4A, P3D; ... Esta si-
tuacion es ideal. En matemdtica es muchisimo
mds complicado lograr un lenguaje realmente
util y practico |...]”
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Ejercicios

Ejercicio 1.1. Indique cudles de los siguientes enunciados son una proposicién; para aque-
llos que lo son, determinar su valor de verdad.

(a) 7416 es un namero par. (d) Hay al menos 3 ntimeros impares.
(b) Todos los profesores son buenos. (e) Este enunciado es falso.
(c) x > 5. (f) Cérdoba es mas populosa que Rosario.

Ejercicio 1.2. Determinar el valor de verdad de las proposiciones p y ¢ dadas a continua-
cién. Ademds, enunciar y determinar el valor de verdad dep A g, p V ¢, =(p A q), (—p) N q

y ~(pV Q).

(a) p: Todos los cuadrilateros son cuadrados.

¢: Existen tridngulos no equilateros.

(b) p: Todos los nimeros enteros pares son positivos.

¢: Los nimeros impares son primos.

Ejercicio 1.3. Para cada una de las siguientes funciones proposicionales escribir el cuan-
tificador existencial, el cuantificador universal y el cuantificador existencial tinico. Deter-
minar el valor de verdad de cada uno de ellos sobre el conjunto Z. Justificar.

(@) P(x):x(x+1)es par. (c) P(x):2%=1.

(b) P(x) : z(z + 1) es multiplo de 3. (d) P(x):z+5=5.

Ejercicio 1.4. Para las proposiciones p y ¢ dadas a continuacién determinar su valor de
verdad. Ademads, enunciar y determinar el valor de verdad de pAg, pV ¢, —(pAq), (—p) A g

y—(pVaq).

(a) p: 18 es divisible por 3.
¢: No hay multiplos de 7 entre 22 y 27.

(b) p: Todo nimero entero menor que 8 no es divisible por 11.

g: El profesor del teérico es mds joven que todos los profesores del practico.
Ejercicio 1.5. Consideremos las siguientes proposiciones condicionales:
(a) Sin es par y mayor que 2, entonces n no es primo.
(b) Siz > 262 < —2, entonces x> > 4.

Para cada una de ellas, escribir las proposiciones reciproca, contraria y contrarreciproca,
como asi también la proposicién bicondicional. Determinar el valor de verdad de todas
ellas.
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Ejercicio 1.6. El parcial y el examen final tienen parte préctica y parte teérica. Para aprobar
el parcial hay obtener un total de por lo menos 60 puntos u obteer en alguna de las dos
partes al menos 45 puntos. Para aprobar el final hay que obtener en cada parte al menos
30 puntos. Decidir qué alumnos aprobaron el parcial y qué alumnos aprobaron el final.

Alumno || Parcial | Resultado || Final | Resultado
Analfa || 35/25 40/25
Pedro 45/10 40/30
Ramiro || 25/30 35/25
Paula 50/35 40/45
Julia 40/50 50/25

Problemas

Problema 1.7. Probar, usando tablas de verdad, las leyes asociativas y distributivas para
la conjuncién y la disyuncién enunciadas mas arriba.

Problema 1.8. Para cada una de las siguientes funciones proposicionales en dos variables
escribir las distintas combinaciones de cuantificadores existencial y universal. Determinar
el valor de verdad de cada uno de ellos sobre el conjunto N para la primera, y sobre Z para
la segunda. Justificar.

(@ P(z,n):a"=1. (b) P(z,y):x+y=0.

Problema 1.9. Probar, dando un contraejemplo, que las siguientes proposiciones son fal-

sas.
(a) Los ntimeros primos son impares. (c) Todo subconjunto de N es finito.
(b) Vx €N, 22— 10z +24 > 0. (d) Toda recta del plano pasa por el origen.

Nora: En el ejercicio anterior el contraejemplo es un buen recurso para probar la no vali-
dez de los enunciados pues dichas proposiciones involucran el cuantificador universal.

Problema 1.10. Indique cuéles de los siguientes enunciados son proposiciones. Para aque-
llas que sean proposiciones determinar su valor de verdad. En caso contrario completar-
las, de alguna manera, para que resulten proposiciones.

(a) Todos los numeros que son divisibles (c) Existe un namero par divisible por 3.
q P p
por 4 son divisibles por 2.

(b) =z > 0. (d) Existe una solucién de 22 = 2.
Problema 1.11. Para cada una de las funciones proposicionales dadas en el Ejercicio 1.3

escribir la negacién de sus cuantificadores existencial, universal y existencial tinico. De-
terminar el valor de verdad de cada uno de ellos sobre el conjunto Z. Justificar.
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Problema 1.12. Probar las siguientes afirmaciones usando el método de prueba indicado.

(a) Para cadan € Z, n es impar < —n es impar (prueba directa).
(b) Paratodon € Z, n® + n% + n es impar = n es impar (contrarreciproco).
(c) Sim, n son enteros tales que m? + m = 3n, entonces n es par (por contradiccion).

Problema 1.13. En cierto deporte por equipos se obtienen y pierden puntos durante el
desarrollo de un partido. Gana el primero en obtener 10 puntos o una diferencia de por lo
menos 5 puntos a su rival. En finales, para ganar hay que lograr 12 puntos o una diferencia
de 5 puntos a su rival teniendo por lo menos 7 puntos. En cada decir en que momento se
acaba el partido indicando el ganador.

Partido1 | Ganador || Partido2 | Ganador || Final 1 | Ganador || Final 2 | Ganador
0-0 0-0 0-0 0-0
1-0 2-0 2-0 0-2
2-0 2-1 3-0 0-5
3-0 2-3 3-0 2-5
4-0 4-3 5-0 5-5
4-1 6-3 6-0 5-8
4-2 6-6 6-0 7-8
5-2 8-6 8-0 7-11
6-2 10-6 8-0 7-12
7-2 10-10 10-0 10-12
7-3 10-11 12-0 11-12
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Capitulo 2

Conjuntos

“Nadie podri expulsarnos del paraiso que Cantor creé para nosotros”
David Hilbert, matemdtico alemdn (1862 — 1943)

Los conjuntos son objetos matematicos que estan en los cimientos de la matemética toda.
Resulta imprescindible para todo estudiante de matematica conocer los aspectos bésicos
de la teoria de conjuntos.

En esta seccién presentamos algunos conceptos elementales sobre conjuntos. Cabe des-
tacar que la teoria de conjuntos es muy sofisticada y bien podria llevar uno o dos cursos
completos aprender algo de ella. Basta hojear algunos de los libros especificos [?] para
convercerse de ello.

En esta presentacion recurrimos a la idea intuitiva de conjunto que la mayoria tenemos
para evitar dar una definicion totalmente rigurosa en un marco axioméatico puro. Nos
concentraremos en mostrar qué podemos hacer con ellos. La buena noticia es que lo que
veamos aqui es suficiente para todos los temas posteriores del libro.

2.1. Definiciones basicas

Pertenencia, igualdad, contencién

Un conjunto es una coleccién bien definida de objetos. La nocién principal de la teoria de
conjuntos es la de pertenencia. Si  es un elemento del conjunto A, decimos que x pertenece
a Ay escribimos

reA

y, en cambio, si  no es un elemento del conjunto A decimos que x no pertenece a Ay
escribimos
rd A

Dos conjuntos A y B son iguales,
A=DB

si tienen los mismos elementos; es decir, si todo elemento de A pertenece a B y todo
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elemento de B pertence a A. Los conjuntos A y B son distintos,
A+#B

si algtin elemento de A no pertence a B o si algtin elemento de B no pertenece a A.

Si Ay B son conjuntos y todo elemento de A pertence a B decimos que A es un subcon-
junto de B o que A esta incluido o contenido en B. En este caso escrbimos

ACB 6 BDOA

Notemos que siempre vale A C Ay ademads que si A es un subconjunto de By B es un
subconjunto de C' entonces A es un subconjunto de C, o sea

ACB y BCC = AcCC

Si A estd contenido en By A # B, decimos que A esté contenido propiamente en B. (A veces
se escribe A C B para enfatizar esto.)

Se sigue que dos conjuntos son iguales si uno es subconjunto del otro y viceversa. Asf,
en la practica para mostrar que dos conjuntos A y B son iguales muchas veces se prueba
que AC Byque B C A.

En simbolos,

ACB & VrxeA zxeB & "reA=xe B’
A¢B < deeA x¢B & dJrgB,xe A (2.1)
A=B & ACByBCA & “reAsxeB”

Si dos conjuntos no tienen ningtn elemento en comn, se dice que son disjuntos. En
simbolos, Ay B son disjuntos si
reA=x¢B

lo cual es equivalentea z € B = = ¢ A.
Los siguientes ejemplos sirven para aclarar los conceptos y definiciones dadas.

Ejemplos.

(1) SiR={*X,23,c, fo} y S = {@,5°, X} podemos decir que 23 € Ry que * € R pero
22 Syx&5;,que X € Ry X € S; que v no pertenece a R ni a S; que R tiene cinco
elementos y S tres.

(2) Sean L el conjunto de letras del alfabeto, V' el conjunto de vocales y C' el conjunto de
consonantes. Luego V' C Ly C C L, es decir V y C' son subconjuntos propios de L.
Ademads, V' y C son disjuntos.

(3) Sea A el conjunto formado por los ntimeros 0, 3,8,15,24,35,48 y B el conjunto de
los ntimeros de la forma n? — 1 con 1 < n < 7. Es claro, por inspeccién, que ambos
conjuntos son iguales. 0
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Conjunto universal y conjunto vacio

En la teoria de conjuntos existen dos conjuntos distinguidos, el conjunto vacio y el con-
junto universal. El conjunto vacio es el conjunto que no tiene elementos y es denotado por
@. Este esta contenido en todo otro conjunto.

En general, es de utilidad fijar de antemano el “universo” de objetos con que se quie-
re trabajar. Por ejemplo, en aritmética interesan principalmente los ntimeros naturales y
enteros, mientras que en andlisis interesan mas los nimeros reales y complejos. El con-
junto universal, usualmente denotado U, es el conjunto més grande en una discusion, y
todos los demads conjuntos considerados seran subconjuntos de éste. Muchas veces este
universo estd tacitamente dado, o se sobreentiende del contexto en el que se esta trabajan-
do. Otras veces es necesario indicarlo. Por ejemplo, el conjunto de los ntimeros pares es
{2,4,6,8,...} en los naturales, mientras que resulta {..., —6,—4,—-2,0,2,4,6, ...} si esta-
mos trabajando con los nlimeros enteros.

Todo conjunto A esta contenido en el conjunto universal y contiene al vacio, o sea

gCACU

Nota. Una manera de justificar que el vacio es subconjunto de todo otro conjunto A es la
siguiente (por el absurdo). Para que esto no sea cierto, deberia haber un conjunto A que
no contiene al vacio, es decir @ Z A. Ahora, para que esto sea posible, deberia haber un
elemento de @ que no pertenece a A. Como es imposible hallar un tal elemento, no hay
un tal conjunto Ay @ C A para todo A.

Diagramas de Venn

Los diagramas de Venn permiten representar graficamente conjuntos genéricos sin im-
portar la naturaleza de sus elementos. Esta representacion resulta ttil para entender al-
gunos aspectos bésicos de la teorfa de conjuntos, como son las operaciones con conjuntos
y algunas identidades de conjuntos.

No daremos ninguna definicién formal de diagrama de Venn, simplemente los presen-
tamos de manera informal apelando al sentido comtin de los lectores. Para nuestros fines,
basta pensar que a cada conjunto lo representamos como un circulo u évalo.

Los siguientes diagrams de Venn representan a dos conjuntos abstractos A y B (no va-
cios) en un mismo universo, mostrando distintas situaciones posibles segtin los elementos
que compartan y los que no.

Los conjuntos Ay B no comparten ningtin elemento (son disjuntos).
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Todos los elementos de A son elementos de B, es decir A C B, aunque son distintos.

B

O

A = B, es decir tienen los mismos elementos.

Ay B tienen algunos elementos en comin, pero ninguno estd contenido en el otro.

La situacién general para 3 conjuntos es la siguiente

4V

Nota histérica. Los diagramas de Venn fueron introducidos en 1880 por John Venn en el
trabajo titulado “On the Diagrammatic and Mechanical Representation of Propositions
and Reasonings” en la revista “Philosophical Magazine and Journal of Science”, sobre
diferentes formas de representar proposiciones por diagramas. El uso de estos tipos de
diagramas, si bien se originaron antes, estdn asociados a Venn ya que fue €l quien hizo
un uso apropiado de ellos y formaliz6 y popularizé su uso. Venn no usaba el nombre
“diagramas de Venn” y se referia a ellos como “circulos Eulerianos”. El primero en usar
el término “diagramas de Venn” fue Clarence Irving Lewis en 1918, en su libro “A Survey
of Symbolic Logic”.
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2.2. Coémo definir conjuntos

Para definir conjuntos debemos de una manera u otra especificar qué objetos lo forman
(jy quienes no!). Existen bdsicamente dos formas distintas de hacerlo.

Por exTENsION o definidos explicitamente: el conjunto se define listando o descri-
biendo explicitamente cada uno de sus elementos.

Por comPRENSION 0 definidos implicitamente: el conjunto de define por una o varias
propiedades, quedando el conjunto determinado por aquellos objetos que tienen o
satisfacen las propiedades listadas.

A un conjunto definido por extensién se lo denota en general listando sus elementos
entre llaves. Por ejemplo, el conjnuto A formado por los elementos ay, as, . . ., a, se escribe

A={ay,ag,...,an}

A veces resulta conveniente usar puntos suspensivos para denotar elementos que se sobre-
entiende estan en el conjunto. Asi, por ejemplo, el conjunto D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
de digitos puede escribirse sin lugar a dudas D = {0,1,2,...,8,9}. Es atn mas comun
usar esto para conjuntos infinitos, por ejemplo los naturales N = {1,2,3,4,5,...}, ya que
de otro modo seria imposible listar todos sus elementos.

Un conjunto definido por comprension se denota en general usando llaves { } y la pro-
piedad definidora P. Por ejemplo, si B es el conjunto de todos los elementos x que cum-
plen la propiedad P(x) se escribe

B={xelU:P(zx)}

y se lee B es “el conjunto de los x tal que P(x)”. En general, puede haber varias propie-
dades P, ..., P, definidoras de un conjunto. En este caso

B={xelU: Pi(zx),Py(x),...,P,(x)}
Cuando el universo U estd sobreentendido, simplemente se escribe
B={z:P(x)} o B={x: Pi(z),Pa(z),...,Py(x)}.

Dado un elemento a de un conjunto A, es muy importante distinguir claramente entre
este elemento y el conjunto formado por ese tnico elemento, denotado {a}. El primero es
un elemento de A, mientras que el segundo es un subconjunto de A. En simbolos

acA, {a} C A, a#{a}

Ejemplos. Consideremos el universo de todas las letras de los alfabetos romano y grie-
go. Sean A = {a,b,c,...,z} el conjunto de todas las letras del alfabeto romano y A =
{a, 8,7, ...,(} las del alfabeto griego.

(1) acAagAyadg A acA
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(2) Ay A son disjuntos.

(3) SiV ={a,e,i,0,u} es el conjunto de vocales y C el de consonantes, tenemos que V' y
C son disjuntos. El conjunto D = {a, ¢, 0} de vocales fuertes es un subconjunto propio
de V.

(4) Elconjunto de letras de la palabra “matematica” B = {m, a, t, ¢, i, ¢} tiene 6 elementos.
B tiene elementos en comtn con V' y también con C, por lo tanto no es disjunto con
ellos. Sin embargo, tampoco es un subconjunto de ninguno de ellos.

(5) Los conjuntos {p, ¢, 5, s} y {t, 0, v} son distintos y disjuntos.
©) {p,m, 7 s p}#{s,p,u,v}, perono son disjuntos.

(7) Los conjuntos {4, q,r,€,t,u, v}y {d,t,u,v} son distintos y el segundo es subconjunto
del primero. 0

Ejemplo. En este texto nos interesaran los conjuntos de niimeros. Por ejemplo los conjun-
tos de niimeros naturales, enteros y racionales, denotados respectivamente por

N=1{1,2,3,4,5,...}
Z={.,-3,-2-,1,01,2,3,...}
Q={%:a,beZb+#0}

Pero también nos interesardn los nimeros pares {2k : k € Z} eimpares {2k+1 : k € Z};los
multiplos de siete 7Z = {7k : k € Z};los multiplos de cualquier n € Z,nZ = {nk : k € Z};
los que tienen resto , 0 < r < ¢, al dividirlos por ¢, {¢k 4+ : k € Z}. De vital importancia
resultaran los nimeros primos P = {2,3,5,7,11,13,17,...}. O

Ejemplos. Mostramos aqui algunos conjuntos definidos explicitamente y otros definidos
implicitamente.

(1) Los conjuntos A = {p,«,10} y B = {1, x, f,} estdn dados explicitamente.
(2) El conjunto B = {los alumnos de algebra de pais} estd dado implicitamente.

(3) Los conjuntos C' = {argentinos con pasaporte terminado en 3} y D = {ndmeros
enteros mayores que —5 que no son mdaltiplos de 3} estdn dados implicitamente a
partir de universos indicados explicitamente. En el primer caso todos los argentinos y
en el segundo los niimeros enteros mayores que —5.

(4) Dado U = {cordobeses}, los conjuntos B = {los que miden mds de 1,71 metros} y
C = {los que cumplen afios en marzo} estdn dados implicitamente.

(5) Sea U = Z, el conjunto de todos los niimeros enteros. El conjunto A = {—1,0, 1} esta
dado explicitamente, mientras que B = {z : z > 0} y D = {z : tales que su resto en la
divisién por 3 es 1} estdn dados implicitamente. O

Las propiedades que se usen para definir conjuntos deben tener un valor de verdad de-
finido, no ambiguo, para los objetos del universo elegido. Este debe depender solamente
del objeto. Por ejemplo, si el universo es el de todos los ntimeros naturales, la propiedad
de ser par tiene un valor de verdad definido para cada ntimero. E1 4 es par y el 7 no es par.
Veamos ejemplos de lo que no consideraremos como conjuntos.
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Ejemplos. Ahora mostramos algunas descripciones que no definen conjuntos tal como
queremos.

(1) Tanto las colecciones de “mujeres bonitas”, de “buenos gobernantes” o de “politicos
honestos”, como las de “’cracks’de fatbol” o de “artistas exitosos” no son conjuntos
en el sentido matemaético que nos interesa.

(2) Siconsideremos todos los niimeros naturales que escritos en castellano ocupan menos
de un renglén, éstos no forman un conjunto. La propiedad de ocupar menos de un ren-
glon al ser escrito en castellano no tiene un valor de verdad definido, pues la longitud de
dicha escritura depende del tamafio del renglén y de la persona que escriba, ademaés
del ntimero en si. Luego, esta propiedad no puede ser usada para definir implicita-
mente un conjunto de ntimeros naturales. 0

Hemos presentado algunos aspectos basicos sobre como definir conjuntos. En el trabajo
cotidiano con conjuntos aparecerdn diversas formas mdas o menos flexibles de definir con-
juntos que resultan muy précticas y por ello son muy difundidas. Es bueno aceptar éstas
y otras formas que pudieran surgir siempre y cuando no tengan ninguna ambigiiedad y
no dejen dudas respecto a los elementos que forman el conjunto que se quiere definir. Por
ejemplo, es comun el uso de puntos suspensivos “...” en algunas definiciones.

Hay que destacar que un mismo conjunto admite multiples formas de ser presentado o
descripto, como ya vimos en algunos ejemplos. En particular, cuando se listan explicita-
mente los elementos de un conjunto, el orden en que aparacen es irrelevante.

Ejemplos.
(1) V = {vocales del espafiol} = {a,e,i,0,u} = {e,0,u,i,a}.
(2) L = {letras del alfabeto} = {a,b,c,...,z,y,2} = {a,e,i,0,u,z,y,z,...,d,c,b}.
(3) El conjunto de ntiimeros naturales pares se puede definir por extensién:
P ={2,4,6,8,10,12,14,16,...}
y también por comprension:
P={2m : meN}={neN:n=2kparaalgin k € N}.

(4) El conjunto vacio se puede describir por extensién asi @ = { }, y por comprensién asi

g={x:x#z} 0

Observacién. Una forma alternativa de definir conjuntos, aceptada y muy usada, es aque-
lla en la que los elementos del mismo se construyen por medio de una rFOrMULA. Los ele-
mentos n del conjunto

C={n:n=m?>+2m—-3,mecN}

se construyen por medio de la férmula n = m? + 2m — 3, con m recorriendo los naturales.
Es posible entonces (comenzar a) listarlos. Tomando m = 1,2, 3 y 4 se obtienen respectiva-
mente 0, 5,12,21 € C. Se dice que el conjunto C' estd dado paARAMETRICAMENTE, donde m es
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el pardmetro. Puede haber repeticiones. Por ejemplo, si pensamos en el conjunto definido
por la misma férmula pero sobre los enteros

D={n:n=m>4+2m—3m¢c7Z}

vemos que, como m?+2m—3 = (m—3)(m+1), param = 0 se obtiene el mismo elemento
que para m = 2, para m = —1 el mismo que para m = 3, y en general para —k el mismo
que para k + 1, para todo k£ > 0.

Digresién (Explicito versus implicito).

ExpiiciTo. Si un conjunto A estd dado explicitamente, resulta facil exhibir alguno de
sus elementos, para esto basta tomar uno de los listados. Atun en el caso en que A esté dado
paramétricamente, para exhibir un elemento basta tomar un valor cualquiera permititdo
para el parametro y exhibir el correspondiente elemento de A. Por ejemplo, si

A={n=2m?+m—1, conm € N}

tomamos m = 1y exhibimos el elementon =241 -1 =2de A.

Por otro lado, si un conjunto A estd dado explicitamente, puede no ser facil decidir si un
cierto elemento del universo pertenece o no a A. Por ejemplo, decidir si un niimero dado
estd en el conjunto A = {ntimeros de libreta de todos los alumnos de la Universidad}
puede requerir comparar el nimero dado con cada uno de los elementos de A.

Otros ejemplos: ;Es 4928931 un ntiimero telefénico valido en la guia de Cérdoba? ; Perte-
nece 15.672.899.267.736.398.490.958.843.758.375.875.983 al conjunto de ntiimeros primos?
¢Estd 101%0 + 217 4+ 3 en el conjunto de los niameros divisibles por 167?

ImpLicrro. Si un conjunto B estd dado implicitamente, resulta en principio facil decidir
si un elemento del universo pertenece o no a B, ya que para esto s6lo hay que verificar que
el elemento elegido tiene las propiedades que definen a B. Estd claro que la dificultad de
esta verificacién depende de las propiedades en si. Por ejemplo, si tomamos el conjunto
de ntimeros que tienen resto 1 al dividir por 3,

B={n:n=3k+1,ke N}

para decidir si el 50 o el 100 pertenecen a B debemos dividirlos por 3 y mirar su resto.
Como 50 = 3-16 +2y 100 = 3 - 33 + 1 se sigue que 50 ¢ By 100 € B.

En cambio, puede no ser facil exihibir algtin elemento de B, pues para esto hay que
encontrar algiin elemento del universo que tenga todas las propiedades que definen a B.
Por ejemplo, si

P={peN:pprimoyp > 220151

no es facil ni siquiera con una maquina exhibir un primo tan grande.

Paradojas |

Finalmente, como ya hemos mencionado, insistimos en que no cualquier propiedad o
proposicién es aceptable para definir un conjunto. Esto sucede por ejemplo si quisieramos
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considerar “el conjunto” formado por todos los conjuntos que no se tienen a si mismos
como uno de sus elementos. Supongamos que definimos el “conjunto”

M={X:X¢gX)}

es decir, usando la propiedad P(X) : X ¢ X. Veamos si la nocién de pertenencia es
clara en este caso. Suponiendo que M fuera un conjunto, tomemos X = M y veamos si
M pertenece ono a M.

Si M € M entonces jj M & M !!
Si M ¢ M entonces jj M € M !!

En ambos casos se llega a una contradiccién. Luego, M no es un conjunto. El problema
aqui estd en la propiedad usada. Este fendmeno fue observado por Bertrand Russell y es
llamado una paradoja .

Una versién de la paradoja de Russell es la conocida como la paradoja del barbero: Un rey
de una lejana comarca, al darse cuenta de la falta de barberos en su regién, ordené que
los barberos sélo afeitaran a aquellas personas que no pudieran hacerlo por si mismas.
Cierto dia el rey llamo6 a un barbero para que lo afeitara y éste aprovecho la ocasién y le
conto su problema:

“En mi pueblo soy el tinico barbero. No puedo afeitar al barbero de mi pueblo,
jque soy yo!, ya que si lo hiciera, entonces podria afeitarme por mi mismo,

por lo tanto jno deberia afeitarme! Pero, si por el contrario no me afeito,
entonces algiin barbero deberia afeitarme, jpero yo soy el iinico barbero de alli!l”

Al rey le gust6 la argumentacion del barbero y lo recompensé.

Nota. Existen muchas otras paradojas, por ejemplo las paradojas légicas. Invitamos al
lector curioso a investigar sobre ellas por su cuenta, ya que es divertido y muy instructivo.
Las mas conocidas de este tipo son la paradoja del mentiroso (atribuida al griego Eubulides
de Mileto, quien vivi6 en el siglo IV a.C.) dada por “esta oracién es falsa” y la paradoja
de la suerte dada por “ser supersticioso es de mala suerte”. A veces se suele confundir a la
conjetura del mentiroso con la paradoja de Epiménides (poeta y filésofo del siglo VI a.C.),
quien siendo cretense dijo: “todos los cretenses son mentirosos”. Cuando veamos conjuntos
infinitos veremos algunas paradojas mas.

2.3. Operaciones con conjuntos

Hasta aqui hemos discutido cémo definir conjuntos. Ahora describiremos algunas cosas
que podemos hacer con ellos. En particular, mostraremos cémo construir nuevos conjun-
tos a partir de otros dados por medio de operaciones simples. Son estas operaciones las
que hacen de los conjuntos una herramienta ttil en matematica. No s6lo permiten cons-
truir estructuras sino también permiten describir estructuras complicadas en términos de
otras més simples.

"Del latin paradoxus y ésta del griego paradoxon; es una proposicién en apariencia verdadera que conlleva
a una contradiccién légica o a una situacién que infringe el sentido comtuin.
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Mostramos a continuacién varias maneras de construir nuevos conjuntos a partir de
uno o de dos conjuntos dados. Estas operaciones permiten hacer una suerte de aritmética
con conjuntos. Sus reglas, identidades y resultados, son vélidos para cualqueir tipo de
conjuntos independientemente de la naturaleza de sus elementos.

COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO. Dado un conjunto A en un universo U, el complemento
de A, denotado A¢, es el conjunto de todos los elementos de &/ que no pertenecen a
A.

A={zelU:z¢g A ={z: v ¢ A}

AC

Nota: en algunos textos se usan otras notaciones como CA o A.

INTERSECCION DE DOs cONJUNTOs. Dados dos conjuntos Ay B, la interseccion de Ay B,

denotada A N B, es el conjunto formado por los elementos que tienen en comun A
y B.
ANB={z:2x€ ANz € B}

UNION DE DOs conjuNTOs. Dados dos conjuntos A y B, la unién de Ay B, denotada
AU B, es el conjunto formado por todos los elementos que tienen Ay B.

AUB={z:z€ AVzx € B}
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DIrERENCIA DE DOs CONJUNTOS. Dados dos conjuntos A y B, la diferencia de Ay B,
denotada A — B, es el conjunto formado por los elementos de A que no pertenecen
a B. En simbolos,

A—B={z:zx€ ANz ¢ B}

DIFERENCIA SIMETRICA DE DOS CONJUNTOS. La diferencia simétrica de dos conjuntos A 'y
B, denotada A A B, es la unién de las diferencias A — By B — A. Es decir, es el
conjunto formado por los elementos de A que no pertenecen a B y los elementos de
B que no pertenecen a A. En simbolos,

AAB={z: (x€c ANz ¢B)V(xre BNz ¢ A)}=(A-B)U(B—-A)
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Ejemplos.

(1) Sean A el conjunto de naturales pares entre 1 y 13 y B el conjunto de multiplos de 3
entre 1y 13. Es decir

A=1{2,4,6,8,10,12} y B=1{3,6,9,12}.
Se tiene entonces que
AN B ={6,12}, AUB =1{2,3,4,6,8,9,10,12},
A— B =1{2,4,8,10}, B — A= {3,9}, AN B=1{2,3,4,8,9,10}.

(2) Consideremos los intervalos de ntimeros reales A = [1,3] y B = [2, 4], que represen-
tamos gréaficamente ast:

O —+
:J>_ i
W &

o

N
oy

S

Se tiene entonces que
ANB=1[23, AUB-=I1,4],
A-B=[1,2), B-A=(3,4, AAB=I12)U(3,4]

b
-

o+ o+ o+t

La validez de las siguientes identidades es inmediata a partir de las definiciones. Aqui
A es cualquier conjunto del universo U.

AUG=A y ANo=0

AUA=A y AnA=4

AdU=U v AnU=A (2.2)
U=o y o°=U

AUA=U vy ANA =0

También se sigue directamente de las definiciones que la intersecciéon y la unién de
conjuntos son conmutativas y asociativas. Para conjuntos A, B, C' cualesquiera vale que

AUB=BUA

(2.3)
ANB=BnNA
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y que
(2.4)

La unidn y la interseccién de una familia de conjuntos |

Las operaciones de unién e interseccién de conjuntos pueden realizarse para cualquier
numero finito n de conjuntos A1, As, ..., Ap:

(NAi=AinAn--NA,={z:x€ Ay Az € AN Nz € Ay}
i=1

JAi=AiuAu- U, ={z:ac Ay vaeA V- - Vae A}

=1

Todavia con mas generalidad podemos considerar una familia arbitraria 7 de conjuntos
y su union e interseccion

ﬂ A={z:x€ Aparatodo A€ F} ={x: VA e F,z € A}
AeF
U A={zx:x € Aparaalgin A€ F} ={z: JAc F,xz € A}
AeF

Si la familia estd indexada por un conjunto I, es decir F = {A; };c; donde I es un conjunto
de indices y hay un conjunto A; para cada indice ¢ € I, entonces tenemos

ﬂAi:{x:xeAiparatodoiEI}
iel
UAi:{x:xeAiparaalgﬁniGI}
iel

Si I = N se dice que F es una familia numerable de conjuntos y en este caso se escribe
e} [e.e]
i=1 i=1

2.4. Identidades de conjuntos

A partir de ciertos conjuntos dados podemos construir nuevos conjuntos usando las
operaciones descriptas anteriromente. A veces, distintas combinaciones de estas opera-
ciones determinan en ultima instancia un mismo conjunto. Es una verdad de las cons-
trucciones elegidas. Esto es una identidad de conjuntos. Recordamos que para probar que
dos conjuntos dados son iguales, podemos por un lado probar que uno esta contenido en
el otro y que éste contiene al primero.

Por ejemplo, ya hemos observado que tanto la unién como la interseccién son asociativas,
es decirque AU(BUC) = (AUB)UCy AU (BNC) = (An B) N C. Ahora nos
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preguntamos qué ocurre si se combinan la unién con la interseccién. Por ejemplo, ;es
verdad que AN (BUC) = (AN B) U (C? Usando diagramas de Venn, es facil inferir que
esta identidad no deberia ser cierta. A partir de esto, es facil dar ejemplos de conjuntos
A, B, C que no satisfacen la “identidad” de arriba (por favor no sea haragan y de algunos
usted mismo!) Luego, en general tenemos que

AN(BUC) #(ANB)UC

Veamos ahora algunas identidades importantes.

Proposicién 2.1. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. Valen las siguientes identidades.
(a) Doble complemento o idempotencia:
(A9)°=A
(b) Leyes distributivas de Ny U:
AN(BuC) = (ANB)U((ANC)
AU(BnNnC) = (AuB)N(AuC
(c) Leyes de De Morgan:

(ANB) = A°UB°
(AUB) = A°NB°

Demostracién. En todos los casos usaremos (2.1).

(a) Simplemente notar que, como A° = {z : x ¢ A}, se tiene que
re(A) & x¢A° & zcd
y esto implica que (A°)¢ = A.
(b) Usaremos las leyes distributivas entre A y V en (1.2). Para la primera igualdad hacemos

reAN(BUC) & (reAAN(xeBUC)
& (reAAN(xeBvzel)
& (reANzeB)V(re ANz eC)
& ze(ANB)U(ANQO).

Leyendo las flechas = probamos que AN (BUC) C (AN B)U (AN C). Reciprocamente,
leyendo las flechas en el sentido contrario <=, probamos que AN(BUC) D (ANB)U(ANC).
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Analogamente, para la segunda igualdad, tenemos que

reAU(BNC) & (zre€eA)V(xeBn()
& (reA)V(xzeBnarzel)
& (xeAvezeB)AN(zeAVvazel)
& ze(AUB)N(AUCQC).
Luego, hemos probado que AU(BNC) C (AUB)N(AUC)y AU(BNC) D (AUB)N(AUC).
(c) Aqui usaremos las negacién de una conjuncién y de una disyuncién vista en (1.5). En

el primer caso se tiene

z € (AN B)° r¢ ANB

-(x € ANz € B)
—(x € A)V =(z € B)
(x € AV (xz € BY)

x € A°U B°.

to e

i3

La segunda identidad puede ser probada similarmente y lo dejamos como ejercicio. Re-
sulta més interesante probarla usando las propiedades ya vistas. Aplicando la ley de De
Morgan ya probada a los conjuntos A° y B¢ (en lugar de a A y a B) tenemos

AUB = (A°)°U (B°)° = (A°n B°)“.
Tomando complementos, por (a), obtenemos
(AUB)® = ((A°NB9)°)° = A°nN B¢,
que es lo que queriamos probar. O

Observacién. Observar que las identidades en (b) y (c) de la Proposicién 2.1 son duales,
en el sentido que intercambiando “unién” por “interseccién” en la primera se obtiene la

“"__r “"_ 7

segunda y viceversa. En las pruebas, esto equivale a intercambiar los roles de “y” con “0”.

Nota. Es un buen ejercicio interpretar y comprobar las identidades previas usando dia-
gramas de Venn. De hecho, notemos que usando dichos diagramas, tomando el miembro
izquierdo (resp. derecho) en cualquiera de las identidades de la Proposicién 2.1 podria-
mos “adivinar” o intuir la expresién de la derecha (resp. izquierda).

Volvamos sobre las operaciones bésicas de unién e interseccién. Es claro, y se sigue
inmediatamente de la definicién, que para cualquier par de conjuntos A y B se tiene

ACAUB y ANBCA

Es decir, si a un conjunto A le unimos un conjunto B, el resultado es un conjunto mds
grande (que A), mientras que si a A lo intersecamos con B, obtenemos un conjunto més
chico (que A).

Ahora, no es cierto que siempre A U B es estrictamente mas grande que A ni que AN B
es estrictamente mds chico que A. La proposicién que sigue dice exactamente cudndo la
unién y la interseccién son estrictamente mds grande y estrictamente més chica, respecti-
vamente. Ademds muestra cémo se comporta el complemento respecto a la inclusion.
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Proposicién 2.2. Para todo par de conjuntos A y B vale que:
(@) ACB & B°CA-

() AuUB=B <& ACB.

(c) AnB=A & ACB.

Demostracién. (a) Sabemos que A C B es lo mismo que decir v € A = 2 € B. Esta
implicacién es equivalente a su contrarreciproca x ¢ B = x ¢ A, o sea B¢ C A°.

(b,=)Sear € AC AUB.Luegox € Aox € B, perocomo AUB = B setiene que x € B;
como z es arbitrario se sigue que A C B.

(b, =)Sixz € AU B, entoncesx € Aoz € B. Como A C B, por hipétesis, en cualquiera
de los dos casos se sigue que = € B. Luego resulta que AU B C B.

(c) Tomando complementos, la identidad en (c) es equivalente a A° = (AN B)¢ = A°U B,
por la ley de De Morgan. Por (b), esto pasa si y sélo si B¢ C A°. Ahora, por (a), esto
pasa si y sélo si (A€)¢ C (B€)% como (A°)° = Ay (B°)¢ = B resulta lo que queriamos
demostrar. O

Observacién. El item (c) se puede probar de manera analoga al item (b). ;Se anima a
intentarlo? Nosotros preferimos hacerlo usando las leyes de De Morgan y los items (a) y
(b) que acababamos de probar.

Mirando los diagramas de Venn que describen la diferencia y la diferencia simétrica es
posible imaginar que ambas se pueden definir a partir de los conjuntos dados usando la
interseccion, el complemento y la union. En efecto,

Proposicién 2.3. Para todo par de conjuntos Ay B se tiene que:
(1) A—B=ANDB*=(A°UB)".
(b) AAB = (ANB°)U (BN A°.

Demostracion.

(a) Para la primera igualdad tenemos z € A —B & x€ ANz ¢ B & x € AN B°.
La segunda igualdad sale tomando complemento, aplicando la ley de De Morgan y por
altimo la idempotencia.

(b) Usando (a), tenemos que AAB = (A— B)U (B - A) = (AN B°) U (BN A°. O

Como consecuencia tenemos una nueva expresion alternativa para la diferencia simé-
trica.

Corolario 2.4. Para cualquier par de conjuntos Ay B vale

AAB =(AUB)—- (AN DB)
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Demostracién. Usando las leyes distributivas y de De Morgan repetidas veces tenemos
que

AAB = (ANB9)U(BNA"
= ((4 mBC UB) (AN B U A°)
= ((AUB)N(B°UB)) N ((AUA°) N (B°UA?))
= (AU ) (B°U A°)
= (AuB)N(BNA)°
= (AuUuB)—-(ANB)
Notar que hemos usado ademds que CUC*=Uy CNU = C. O

2.5. Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos o mds conjuntos es un nuevo conjunto que se contruye
a partir de éstos. Una diferencia sustancial con las construcciones estudiadas mas arriba,
es que los elementos del producto cartesiano son de una naturaleza distinta a la de los
elementos de los conjuntos dados. Todas las contrucciones anteriores producen conjuntos
en el mismo universo del que son parte los conjuntos dados. En este caso no sucede lo
mismo.

Recordemos que {a, b} = {b, a}, ya que no importa el orden en que listamos los elemen-
tos de un conjunto. Sin embargo, muchas veces serd de gran utilidad considerar listas
de elementos donde si importa el orden. Un par ordenado es un conjunto de 2 elementos,
denotado por

(a,0)
donde importa el orden; en general (a,b) # (b, a). Decimos que a es el primer elemento

del par ordenado (a,b) y que b es el segundo elemento del par. Una manera formal de
definir el par ordenado es

(a,6) = {{a},{a,b}}
Con esta definicién es claro que (a,b) # (b, a), si a # b. Notar que (a,a) = {{a}}.

Definicién. Dados dos conjuntos Ay B, el producto cartesiano ~ de A por B, denotado por
Ax B, es el conjunto de pares ordenados cuyo primer elemento pertenece a Ay el segundo
pertenece a B. En simbolos,

Ax B={(a,b): a€ A, be B}
Por ejemplo, si A = {a1, a2}y B = {b1, b2, b3} entonces A x B consta de los pares (a1, b1),
(a1,b2), (a1,b3), (az,b1), (az,b2) y (a2, b3).

Observacion. Silos respectivos conjuntos universales para Ay B sonlU4 y Up, el conjunto
universal para A x B es el producto de los conjuntos universales de A y B, es decir

Uaxp =Ua x UB

"El nombre producto cartesiano es atribuido a Frechét, en honor a René Descartes y el uso que éste hacia
de pares de ntimeros para representar puntos del plano en geometria analitica.
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Resulta muy conveniente representar graficamente al producto cartesiano A x B en un
sistema cartesiano, es decir en el plano con dos rectas, una horizontal y otra vertical, que
reprentan a {4 y Up respectivamente. Genéricamente, un producto cartesiano se ve como
un rectdngulo en el plano.

Up

Ua

Cabe mencionar que esta representacién nada tiene que ver con la representacién por
diagramas de Venn. Ademads, ésta es exclusiva para el producto cartesiano de 2 0 3 con-
juntos (en este caso usamos 3 ejes). Para el producto cartesiano de 4 o més conjuntos, ya
no es posbile hacer una representacion grafica decente.

Ejemplos.

(1) Uno de los productos cartesianos més conocidos es quizas R x R. La identificacién
usual de R x R con el plano permite entender al producto cartesiano y éste resulta
muy util para, por ejemplo, entender la geometria Euclidea del plano. En este universo
consideramos distintos productos cartesianos:

(1 R x{1,2}.
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(m) {1,2} x R.

(m) [1,3) x [2,3).

[2,3) - [1,3) x [2,3)

1,3)

(2) Consideremos en N x N los siguientes productos cartesianos.
(m {1,2,3,4,5} x {1,2,3}.
13) (23) (33) @3) (53)
12) 22) (2) @2) (52)
©) @) G @) G1)
(u) I = {impares} x {impares},

P = {pares} x {pares}y
C = {pares} x {impares} U {impares} x {pares}.
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e oo oo e
Tee e e .
Be e oo .-
R

(4) Sean A = {d,0, a, zapallo} y B = {1, 2} x {z,y, z}. El producto cartesiano A x B tiene
4 x 6 elementos. Seis de sus pares ordenados tienen como primer elemento a d, entre
ellos (d, (2,2)) y (d, (1,2)). El par («, 2) no es un elemento de A x B ni tampoco lo es
(o, 2, z). Tres elementos de A x B con primer elemento “zapallo” son: (zapallo, (1, z)),
(zapallo, (1,y)) y (zapallo, (1, z)). 0

Nos preguntamos ahora sobre las operaciones de conjuntos que vimos y el producto
cartesiano. Para pensar en estas preguntas e intentar responderlas puede ser ttil pensar
en la representacién de los productos cartesianos como rectangulos del plano.

Preguntas.
(Es (A x B)¢ = A° x B??
¢Hay alguna buena descripcién para el conjunto (A x B) U (A" x B')?

(Y para (A x B)n (A" x B')?
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Mirando algunos ejemplos, para lo cual ayuda la representacién gréfica, podemos intuir
las respuestas para las preguntas previas. Este es un buen ejercicio para la casa.

Ejemplo. Los siguientes dibujos sirven para contestar la primera pregunta. Vemos en el
centro al rectangulo que representa a A x B, y todo lo que esta fuera de él, es su comple-
mento.

aN =

A

En este dibujo vemos (A x B)¢ dividido en ocho regiones, 4 rojas y 4 violetas.

Las regiones rojas forman el producto cartesiano A“ x B¢, Por lo tanto, la respuesta a la
primera pregunta es NO. Las regiones violetas forman (A x B®) U (B x A°).

También vemos que las restantes cuatro regiones, en violeta, estan formadas por pares
de puntos uno en Ay otro en el complemento de B o uno en complemento de A y otro en
B. De aqui podemos deducir una expresién para el complemento de A x B:

(Ax B) = (A°x B°)U (A x B°)U (A° x B)
Andlogamente, del dibujo se deduce que
(AxAYN(BxB)=(AnA) x (BNnB')

y que (A x A’)y (B x B') son disjuntos si y s6losi Ay A’ o By B’lo son.
Dejamos la demostracion formal de estas férmulas como ejercicio (ver Problemas 2.14
y 2.15). 0

Veamos que el producto cartesiano distribuye uniones e intersecciones, y por lo tanto
la diferencia de conjuntos.

Proposicién 2.5. Para A, B y X conjuntos arbitrarios valen las siguientes identidades.

(@) (AUB)x X = (Ax X)U(B x X).
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() (ANB)x X =(Ax X)N (B x X).
() (A-B)x X =(AxX)—(BxX).

Demostracion. Basta usar las definiciones de producto cartesiano y las leyes distributivas
de Ay V en cada caso.

(a) Tenemos que

(c,x) e(AUB)x X & (ce AUB) A (z € X)
& (ce AVceB) AN (zeX)
&  (ceANzeX)V (ceBAzeX)
= (c,x) e Ax X V (e,z) € Bx X
& (c,x) e (Ax X)U(Bx X).
(b) Ahora,
(c,x) e (ANB) x X & (ce ANB) A (z€X)
& (ce ANceB) A (zeX)
& (ceANzeX)N(ceANzeX)
& (e,x) EAXX A (e,z) € BXY
& (c,z)e (AxX)N(Bx X).
(c) Finalmente,
(c,r) e (A—B)x X & (ce A—B) A (z€X)
&= (ce ANcé¢ B) A (x€X)
& (c,x) € (Ax X) A (c,z) € (B x X)
& (c,x) e (Ax X)—(BxX).
La prueba estd completa. O

Observacién. De la definicién, es claro que el producto cartesiano no es ni conmutativo
ni asociativo. Es decir, en general A x B # B x A (obvio, pues (a,b) # (b,a) sia #b)y

Ax (BxC)# (AxB)xC

Por ejemplo A x (B x C) es el conjunto de pares (a, (b, c)) mientras que (A x B) x C' es
el conjunto de pares ((a,b),c),cona € A,b € By c € C.Lanaturaleza de los elementos
de uno y otro producto cartesiano son distintas. En el primer caso los primeros elementos
son pares ordenados (de elementos de A y B) mientras que en el segundo caso los pri-
meros elementos son elementos de A. Sin embargo, veremos mas adelante que es posible
identificar estas ternas y pensar que estos conjuntos son equivalentes (o iguales) en algtin
sentido.
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Nota. De manera analoga al caso de dos conjuntos se puede definir el producto cartesiano
de mas de dos conjuntos. En este caso sus elementos en lugar de ser pares ordenados son
n-uplas ordenadas. Si Aq, As, ..., A, son n conjuntos dados, el producto cartesiano de
ellos es

Ay X Ag X -+ XAn:{(al,az,...,an): a; EAZ}

donde la n-upla ordenada (a1, ag, ..., a,) se define recursivamente de manera similar a
como definimos el par ordenado (a, b).

Nota histérica. La definicién formal de par ordenado (a,b) = {{a}, {a, b} } fue introduci-
da por Kazimierz Kuratowski en 1921 y es la aceptada y usada desde entonces. Sin embar-
go hubo otras propuestas previas. En 1914, Norbert Wiener propuso la definicién (a, b) =
{{{a}, @}, {{b}}} mientras que Felix Hausdorff propuso esta otra (a,b) = {{a, 1}, {b,2}},
donde 1 y 2 son ‘objetos’ diferentes de a y b.

2.6. Partes de un conjunto

Dado un conjunto A, consideramos el conjunto formado por todos los subconjuntos de
A. Este nuevo conjunto se llama conjunto de partes de A, o simplemente partes de A, y se lo
denota por P(A). En simbolos,

P(A) = {B: BC A}

Los elementos de partes de A son de naturaleza distinta a los elementos de A, ya que son
subconjuntos de elementos de A. Atn el subconjunto formado por un sélo elemento de
A es distinto de ese elemento; a # {a}.Sia € 4,

{fafcA y  {a} €P(4)
Ejemplos.
(1) Si A = @, entonces P(A) = {@}.
(2) Si A = {1}, entonces P(A) = {@, {1}}.
(3) Si A = {1,2}, entonces P(4) = {@, {1}, {2}, {1,2}}.
(4) Sea A = {1,2, 3}, entonces

P(A) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3} }.

Hacemos notar que siempre A € P(A) y también que @ € P(A) para cualquier conjunto
A; en particular se sigue que

U x=4 y | X=2

XeP(A) XeP(A)

La proposicién que sigue expresa las propiedades del conjunto de partes respecto a la
contencién, unién e interseccién de dos conjuntos.
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Proposicién 2.6. Dados conjuntos arbitrarios Ay B, valen las siguientes propiedades:
() ACB = P(A) CP(B).

(b) P(ANnB) =P(A)NP(B).

(c) P(AUB) 2 P(A) UP(B).

(d) SiAUB # Ay AU B # B, entonces P(A) UP(B) C P(AU B).

Demostracion.

(a) Dado x un subconjunto de A, como A es subconjunto de B, por transitividad z es
subconjunto de B. En simbolos:

rePA) = x2zCACB = uzcP(B).

(b) Tenemos que

r € P(ANB) rCANB
rCAyzCB
rzeP(A)yxeP(B)

z € P(A) N P(B).

t o0

(c)Siz € P(A) UP(B), entonces z € P(A) ox € P(B). Luego,x C Aoz C B, lo cual
implica que x C AU B, de donde se sigue que x € P(AU B).

(d)Si AUB # Ay AUB # B, entonces por la Proposicién 2.2 hay un elemento b de B que
no estd en Ay otro elemento a de A que no esta en B. Luego el conjunto y = {a, b} es un
subconjunto de la unién AU B, pero no es subconjunto de A nide B. Es deciry € P(AUB)
pero y € P(A) UP(B), mostrando que la contencion es estricta en este caso. O

Observacién. La inclusién opuesta en el item (c) no vale en general. Esto estd dicho en
el item (d), ya que bajo cierta condiciones la inclusién es propia. Ahora, si AUB = Ao
AU B = B, entonces claramente P(AU B) = P(A) o P(AU B) = P(B) respectivamente.

Ejemplo. Si A = {-2,-1,0} y B = {0,1,2} y tomamos z = {—1,0,1}, entonces = €
P(AUB)perox £ Ayxz € B.
Nota. Dado un conjunto A tenemos un nuevo conjunto B = P(A). Nada impide que con-

sideremos el conjunto de partes de B, es decir P(B) = P(P(A)). De esta forma podemos
seguir construyendo conjuntos cada vez mds grandes. Por ejemplo,

P(2) = {2},

P(P(2)) ={2,{2}},
P(P(P(2))) ={2.{2}, {{2}},{2,{2}}}.
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Si A = {a,b}, entonces P(A) = {@,{a},{b},{a,b}} y P(P(A)) consta de los siguientes
conjuntos

9,
{2}, {a}, {0}, {a}
{2.{a}}, {2.{b}}, {2.{a,0}}, {{a},{b}}, {{a}.,{a,;b}}, {{b}.{a,0}}
{2, {a}, {b}}, {2, {a}{a,b}}, {2,{b}.{a,b}}, {{a},{b},{a,0}}
{9, {a}, {b},{a,b}}.

Particiones de un conjunto

El estudio de las relaciones de equivalencia estd intimamente relacionado al concepto
de particiones de un conjunto. Una particién de un conjunto A es una familia 7P de subcon-
juntos de A que cubren a Ay tal que dos cualesquiera son disjuntos. Es decir, P C P(A)
con BNB' = @ paratodo B,B € Py

A=[JB

BeP

Asi, todo elemento de A pertence a uno y s6lo uno de los subconjuntos de la particién P.

Ejemplos. Mostramos aqui algunas particiones, algunas de las cudles encontraremos nue-
vamente mds adelante.

(1) Para todo conjunto X se tiene la particién trivial en singuletes

x = [ J{a}

zeX
(2) Los enteros pares e impares define una particién de los mismos.

7 =(2Z) U (2Z + 1)

(3) Podemos partir a los enteros de acuerdo a su resto en la divisién por 3. Los posibles
restos son 0, 1y 2 y la particién es

Z=(3Z) U (3Z+1) U (3Z +2)

Las partes estdn formadas respectivamente por los multiplos de 3, los multiplos de 3
mas 1y los multiplos de 3 més 2.

(4) En general, dado r, podemos partir a los enteros segtin su resto en la divisién por r.
Los posibles restos son 0, 1,2, ..., — 1y la particién es

Z=(rZ)U(rZ+1)U---U(@rZ+r—1)

(5) La particion de los naturales en ntimeros primos (P), compuestos y el 1. Es decir,
N={1}uPuC

donde C={n#1:n=p1---p,conpi,...,pr € P,r >2}.
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(6) La particién de los reales en intervalos unitarios

R= U(n,n+1]

nez

0 mas generalmente, para cualquier a € R,

R= U(a+n,a+n+1]
nez

(7) La particion de los reales en racionales e irracionales R = Q U Q°.

(8) La particién de los racionales

Q={JQn

neN

donde
Qn ={%:a¢cZy % esuna fraccion reducida}.

Por ejemplo,

Q1 ={0,£1,42,43,...} = Z
Qo= {&3,£3, 3, £1...}

Q3 = {£3,+3,+5,£3, 47, ..}
Qq={£3,£3, £2 £ ..}

Qs = {£4,+2,+3, £3,+£8,..}
Qs = {£5,+2, £, £4,..}

Vaya ejemplo mas bonito! 0

2.7. Ejercicios y problemas

Teoria de conjuntos

Cada cuerpo tiene
su armonia y

su desarmonia.

En algunos casos
la suma de armonias
puede ser casi
empalagosa.

En otros

el conjunto

de desarmonias
produce algo mejor
que la belleza.

Mario Benedetti (1920-2009)
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Ejercicios

Ejercicio 2.1. Dados A = {1,3,5,7,8,11,15} y B = {—1,3,—5,7,—8,11,100, 115}, hallar
los conjuntos AN B, AUB,B—- Ay BA A.

Ejercicio 2.2. Dado A = {1, 2, {3}}, determinar cudles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

(@) {3} C A. (©) {{3}} Cc A (e) @ C A.
(b) {3} € A. (d) @ e A. () {reN:z <3} CA

Ejercicio 2.3. Sean A, By C conjuntos. Representar con diagramas de Venn (donde todos
los conjutos se intersecan entre si):

(@ AN(BUQO). (c) (AuB9)NC. (e) AUu(BACQO).

(b) Au(BNCQO). (d) AA(BUCQ). () (AuB)N(AUC).
Ejercicio 2.4. Escribir por extension los siguientes conjuntos:

(@ A={reN:5 <z <12}

(b) B ={z € N: z esimpary tiene una cifra}.

(c) C ={z eN:3 < x <5,z divisible por 3}.

(d D={z=2n+1:n¢€ N}
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Ejercicio 2.5. Describir implicitamente los siguientes conjuntos:
(@) A={2,4,6,8,10}. (©) C = {1}.
(b) B = {11,21,31,41,51,61,71,81,91}.  (d) D = 2.

Ejercicio 2.6. Sean A = {1,2,3} y B = {1,3,5,7} hallar A x A, Ax B,Bx B,Bx Ay
(AN B) x (AU B).

Ejercicio 2.7. Hallar el conjunto P(A) de partes de A en los casos:
(@) A= {1}. (€ A={1,{1,2}}.

(b) A=o. (d) A={1,3,5,0}.

Ejercicio 2.8. Realizar las siguientes operaciones entre conjuntos

(@) {reN:10 <z <25} U{1,7,13,24,38}.

(b) {z € N:zmultiplode 3} — {z € N: z > 14}.

(c) {reN:zpar}N{zeN:z <11}

(d) {reN:10 <z <25} A{1,7,13,24, 38}.

Ejercicio 2.9. Dado A = {1,2,3}, determinar cudles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

(@) 1€ A (c) {2} € A. (e) {1,3} € A.
(b) {1} C A. (d) {2,1} C A.

Ejercicio 2.10. Sea A = {10, 11, 12,13, 14, 15} escribir por extension los siguientes conjun-
tos:

(@) {z:2=2%! cZ donde a € A}. (b) {x:x=a—0b donde a,b e A}.
Ejercicio 2.11. Describir por extensién y traducir en simbolos los siguientes conjuntos:

(a) El conjunto de todos los ntimeros naturales menores que 300 y divisibles por 3.

(b) El conjunto de todos los ntimeros naturales mayores que 5 y menores que 76 que son
cuadrados perfectos.

Ejercicio 2.12. Dados los conjuntos A = {x e N: 5 <2 <9}y B = {z € N: z es cubo
perfectoy 25 < x < 64} hallar Bx B, Ax By (AN B) x (AU B).

Ejercicio 2.13. Hallar el conjunto P(A) de partes de A en los casos:
(@) A={a,b}.

(b)) A={r eN:z espary 30 <z < 37}.

(€) A= {La{-1}}
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Problemas

Problema 2.14. Mostrar que las siguientes identidades no valen en general exhibiendo
contraejemplos:

(@) (Ax B)¢= A° x B,

(b) (AxB)U(CxD)=(AUC)x (BUD).

Problema 2.15. Probar que (A x B)N(C x D) = (ANC) x (BN D).

Problema 2.16. Sean A y B conjuntos. Probar que P(A) C P(B)siysélosi A C B.

Problema 2.17. En un grupo de 112 alumnos hay 60 alumnos que estudian inglés y 45
que estudian aleman. Se sabe que 8 estudian los tres idiomas, 30 s6lo estudian inglés, 20
sOlo estudian alemdn y 25 s6lo estudian francés. ;Cuantos alumnos estudian exactamente
dos idiomas? ;Cuantos inglés y alemén pero no frances? ;Cuantos estudian francés?

Problema 2.18. Determinar la validez de las siguientes afirmaciones. Justificar.

(@ AAB=(AAC)U(BAC). (0 AANB=@ <& A=B.
b)CCA = BNCC(AAB). (d (AAB)-C=(A-C)A(B-C).
Problema 2.19. Sean A, B y C' conjuntos. Probar que:

(@ (AUB)xC=(AxC)u(BxCC). (c) (A—B)xC=(AxC)—(BxC).
b) (ANB)xC=(AxC)N(BxC). (d (AAB)xC=(AxC)A(BxCC).
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Capitulo 3

Relaciones y funciones

3.1. Relaciones

Una relacién en un conjunto A es un subconjunto R de pares ordenados de elementos

de A, es decir
RCAxA

0, equivalentemente, R € P(A x A). Los pares ordenados de R son los pares de elementos
de Arelacionados, asi por ejemplo, ademads de escribir (a, b) € R también se puede escribir

aRb 6 a~b

y que se lee a estd relacionado con b. Muchas veces la relacion tiene nombre propio, como
en el caso de la relacion dada por la inclusiéon de conjuntos; en ese caso en vez de ARB o
A ~ B seescribe A C B. Aqui, en lugar de decir que A y B estan relacionados, decimos
que A esté incluido en B.

Dado un conjunto arbitrario X siempre se tienen las siguientes relaciones en X.

El conjunto vacio @.

El conjunto total X x X, llamado la relacién trivial en X. Aqui, x ~ 2’ para todo
z, 7 € X.

La diagonal de X, A(X) = {(z,z) : € X}, también llamada la relacién identidad
en X. Aqui,z ~ysiysélosiz = y.

Ejemplos.

(1) Sea A = {ciudadanos de Cérdoba}y sea R = {(x,y) : x es padre de y}.

Esta claro que no todo par de ciudadanos estara necesariamente relacionado. Por un
lado hay muchas personas que no estdn relacionadas con nadie (sin hijos o con hi-
jos pero no viven en la ciudad). Por otro lado las personas con més de un hijo estan
relacionadas con todos ellos.
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(2) Sea U un conjunto, sea P = P(U) y sea R la relacién en P dada por la inclusién; es
decir: dados A, B € P entonces (A,B) € Rsi A C B.

En este ejemplo también sucede que habra pares de conjuntos no relacionados. Ade-
mas se tiene que el vacio @ estd relacionado con todos, que todos estan relacionados
con U, y que todo conjunto esté relacionado con si mismo.

(3) Sea A = R, el conjunto de nimeros reales y sea R la relacién “es menor que”. Es decir
) y q
(a,b) € Rsia <b.

En este ejemplo todo par de ntimeros distintos, esta relacionado en un sentido o en
otro. Sin embargo, ningtin niimero esta relacionado con si mismo.

(4) Sea A =R, el conjunto de ntimeros reales y sea R la relacién “es menor o igual que”.
Es decir (a,b) € Rsia <b.

Este es un primer ejemplo en el que todo par de ntiimeros, distintos o no, esta relacio-
nado en uno u otro sentido.

(5) Sea A el conjunto de pares ordenados de enteros, A = Z x Z, y sea ~ la relacién en
A dada por: (a, b) esta relacionado con (c, d) si los “‘productos cruzados’ coinciden, es
decir

(a,b) ~ (¢,d) < ad=bc

La misma relacién de pares de enteros, pero en Z x Z*, donde Z = Z ~. {0}, es la que
define a los ntimeros racionales, pues § = 3 si'y sélo si ad = bc. O
3.1.1. Propiedades de una relacién

Las relaciones en un conjunto son una estructura adicional que puede enriquecer a otras
estructuras que haya en el conjunto, como por ejemplo operaciones. Las relaciones seran
una herramienta ttil de acuerdo a sus propiedades y a su compatibilidad con las otras
estructuras presentes. Entre las propiedades usuales de relaciones que aparecen natural-
mente estan las siguientes.

Una relacién ~ en un conjunto A puede ser:

RerLExIVA. Si para todoa € 4, a ~ a.
SIMETRICA. Si a ~ b, entonces b ~ a.
ANTISIMETRICA. Sia ~ by b ~ a, entonces a = b.
TrANSITIVA. Sia ~ by b ~ ¢, entonces a ~ c.
ToraL. Si para todo a y b, se tieneque a ~ b6 b ~ a.

Ademads puede satisfacer:
Dicotomia. Si para todo a y b, se tiene que a ~ b 6 b ~ a y una sola de ellas.

Tricotomia. Si para todo a y b, se tiene que a ~ b, b ~ a 6 a = by una sola de ellas.
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Veamos cudles de estas propiedades tienen las relaciones de los ejemplos anteriores.

Relacion Refl. | Sim. | Antisim. | Trans. | Total | Dicot. | Tricot.
respadredey | no no si* no no no no
ACB si no si si no no no
a<b no no si* si no no si
a<b si no si si si si no
ad = be si si no si no no no

* En estos casos la relacién es antisimétrica pues si a ~ b, entonces nunca b ~ a, luego
la hipétesis de antisimetria nunca se satisface y por lo tanto la implicacién es verdadera.

Observacién. Algunas de las propiedades listadas son excluyentes, como la dicotomia
y la tricotomia. Notar que si una relacion es a la vez simétrica y antisimétrica, entonces
los tinicos relacionados son los pares de la forma (a,a). Ademads ciertas propiedades se
siguen de algunas otras. Por ejemplo, una relacion total y simétrica, es transitiva.

Dos tipos de relaciones muy importantes y frecuentes en matematica son:

REeLACION DE ORDEN. Una relacion es de orden si es reflexiva, antisimétrica y transiti-

va.

RELACION DE EQUIVALENCIA. Una relacion es de equivalencia si es reflexiva, simétrica

y transitiva.

3.1.2. Relaciones de orden

Entre los ejemplos que vimos més arriba hay dos relaciones que son de orden (marcadas

en azul).
Relacion Refl. | Sim. | Antisim. | Trans. | Total | Dicot. | Tricot.
xespadredey | no no si no no no no
ACB si no si si no no no
a<b no no si si no no si
a<b si no si si si si no
ad = be si si no si no no no

La dada por la inclusién de conjuntos C no es total, mientras que la relacion dada por
el menor o igual < para nameros reales es total.

Destacamos que la relacién dada por el menor < para nimeros reales no es una relaciéon
de orden, pues no es reflexiva.

Un ejemplo interesante, que todo el mundo conoce, es el orden alfabético con el cudl
se ordenan las palabras en el diccionario. A partir de cémo estdn ordenadas las letras del

alfabeto
a<b<c<---<x<y<z
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se ordenan todas las palabras que se pudieran formar con estas letras. Asi tenemos que
aereo < bala < barral < mero < nariz

La regla para ordenarlas es muy simple. Dadas dos palabras se comparan la primera letra
de una con la primera letra de la otra, resultando mayor la palabra que tiene la mayor
primera letra. Si tienen la misma primera letra se continua con la segunda letra de cada
una, y se decide segiin ésta. Ahora si éstas son iguales se consideran las terceras letras
y asi sucesivamente hasta la primera letra en la que difieren. En el orden alfabético esta
implicito el uso del espacio o “letra vacia” considerada menor que la “a”. Asi dadas las
palabras “fruta” y “frutales” resulta

fruta < frutales

pues ambas tienen las mismas primeras 5 letras y la sexta de “fruta” es la letra vacia que
es menor que la sexta de “frutales”, la “1”.

La idea del orden alfabético se puede replicar para ordenar el producto cartesiano. El
orden que resulta se llama lexicogrifico.

El orden lexicografico

Dado un conjunto totalmente ordenado A, el “alfabeto”, el orden lexicografico para el
producto cartesiano
A" = Ax---x A
————
n

estd definido de la siguiente manera. Dados (ay,...,a,) # (b1,...,b,) sea i el primer
indice tal que a; # b; (siempre existe pues las n-uplas son distintas). Entonces

Si a; < b;, entonces (aq,...,a,) < (by,...,by).
Sia; > b;, entonces (al, .. .,an) > (bl, . ,bn)

Al producto cartesiano A" lo podemos ver como el conjunto de todas las palabras escritas
con letras del alfabeto A de exactamente n letras (las n-palabras de A).

Podemos considerar palabras de longitudes arbitrarias haciendo
A® = U A"
neN

donde el orden lexicografico en A es, como hicimos antes para las palabras ordinarias,
usando el espacio vacio para comparar palabras de distintas longitudes.

Ejemplo. Sea A = {3, k, F'} ordenado totalmente por
B<k<F

El producto cartesiano A x A tiene 9 elementos, totalmente ordenados lexicograficamente
como sigue:
BB < Bk < pF <kB<kk<kF <FB<Fk<FF
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De manera andloga quedan totalmente ordenados todos los elementos del producto
cartesiano de A con A varias veces. Por ejemplo, en el producto cartesiano A x A x A x
A x A, que tiene 3° = 243 palabras, las primeras tres son:

BBBAL < BBALK < BEBAF

las tres que siguen son

BBBEB < BBBkk < BBBKE

y las tltimas tres son
FFFFB < FFFFk < FFFFF

Ademas, es claro que

B<PBB<PBBB<PBBBB<BBBAB <K

En general, en A, vale

para cualquier n. 0

Ejemplo. Si el alfabeto que consideramos son los digitos, A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
el conjunto de palabras de longitud arbitraria coincide con el conjunto de los nimeros
naturales

o0
A* = JAi =N
i=1
El orden lexicografico en N no es el mismo que el orden natural en N. En efecto

123 < 124 < 123456

mientras que
123 < 123456 <y 124

donde <, representa el orden lexicografico en N. 0

3.1.3. Relaciones de equivalencia

Entre los ejemplos que vimos maés arriba hay una relacién de equivalencia.

Relacién Refl. | Sim. | Antisim. | Trans. | Total | Dicot. | Tricot.
zespadredey | no no si no no no no
ACB si no si si no no no
a<b no no si si no no si
a<b si no si si si si no
ad = be si si no si no no no
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Otras relaciones de equivalencia son, por ejemplo, la paridad de los ntimeros enteros y
la semejanza de tridngulos en la geometria del plano. La relacién de paridad clasifica a
los enteros en pares e impares. La relacion de semejanza clasifica a los triangulos por su
“forma”. Un teorema de geometria de la escuela dice que dos tridngulos que tienen los
mismos angulos son semejantes.

Esto es un hecho general de las relaciones de equivalencia, ya que toda relacién de equi-
valencia en un conjunto A determina una particién del mismo (ver §2.5), donde las partes
estdn formadas por los elementos relacionados (o equivalentes), y reciprocamente, una
particion de A define una relacién que es de equivalencia.

Veamos con maés detalle que tener una relaciéon de equivalencia en A es lo mismo que
tener una particién de A.

e Comenzamos mostrando que una relaciéon de equivalencia induce una particién. Su-
pongamos que ~ es una relacion de equivalencia en un conjunto A y para cada elemento
a € A, consideremos el conjunto de elementos relacionados con a,

Pla)={be A: a~b}

El conjunto P(a) se llama clase de equivalencia del elemento a (a veces también es denotado
por [a], a 6 a). Como la relacién es reflexiva, es inmediato que a € P(a) y como la relaciéon
es simétrica se sigue que si a € P(b), entonces b € P(a). Una tercera propiedad, es que
dos de estos conjuntos P(a) y P(b) son iguales o disjuntos, es decir

Play=P(b) &6 Pla)nPb) =2

En efecto, supongamos que P(a) N P(b) # @y sea c € P(a) N P(b). Ahorasi z € P(a),
tenemos x ~ a,a ~ cy ¢ ~ b, de donde = ~ b. Luego = € P(b) y resulta P(a) C P(b).
Analogamente se ve que P(b) C P(a).

De esto se sigue el siguiente hecho fundamental:

a~b < P(a)=P()

Es decir, dos elementos estan relacionados siy s6lo si sus clases de equivalecia son iguales.
Al conjunto de clases de equivalencia de ~ en A se lo denota por A/, es decir

A/ ={P(a):ac A}

Ahora, de cada clase de equivalencia elegimos un elemento y formamos un conjunto de
representantes de la relacién dada, {a; : i € I'}. Resulta que

A=) P(a)
iel
donde los conjuntos P(a;), las partes, son todos disjuntos entre si. Esto quiere decir que

P(a;) N P(aj) = @ para todo i # j, y se suele decir que los conjuntos P(a;) son disjuntos
dos a dos.

e Mostramos ahora cémo una particién de A define una relacién de equivalencia. Dada
una particion de A
A=A

il
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definimos la relacién ~ en A por:
a~b & a,be A; paraalgini

Es inmediato chequear que esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva y que ademads
A; = P(i).
Para resumir lo visto, hemos probado lo siguiente.

Proposicién 3.1. Toda relacion de equivalencia ~ en un conjunto X determina una particion
de X en clases de equivalencia. Reciprocamente, toda particion de X da lugar a una relacion de
equivalencia ~ en X. Las construcciones son mutuamente reciprocas.

Observacién. Sicomenzamos con una ~ de equivalencia, construimos la particién asocia-
da y definimos la relacién correspondiente, obtenemos la misma ~ con la que comenza-
mos. Reciprocamente, si comenzamos con una particién, definimos la ~ asociada y defini-
mos la particién correspondiente, obtenemos la misma particién con la que comenzamos.

3.2. Funciones

3.2.1. Funcién, dominio e imagen

Dados dos conjuntos Ay B, una funcién de A en B es una manera de asignarle, mediante
alguna regla precisa, a cada elemento de A un, y s6lo un, elemento de B. Si esta funciéon
se llama f, se escribe

f:A—B

El conjunto A o conjunto de partida es el dominio de la funcién f y B o conjunto de llegada
es el codominio de f. La flecha representa la regla que define a la funcién.
Dado a € A, b = f(a) es la imagen de a por f o el valor de f en a. Para destacar esto, es
usual escribir
a—b 6 a— f(a)

El subconjunto de B formado por todos los elementos que son imagenes de algtn ele-
mento de A, es la imagen de f y se lo denota por Im(f) o por f(A). Es decir

Im(f)y={beB:3acAconb= f(a)} ={f(a) :a € A}

La imagen de una funcién estd definida asi de manera implicita naturalmente.

En algunos casos se usa como sinénimo de funcién el término transformacién y a la ima-
gen de un elemento a por una tranformacién f se lo llama transformado de a por f." Este
nombre induce a imaginar una funcién como un proceso que transforma los elementos
de A (materia prima) en elementos de B (productos).

No hay una tnica manera de definir funciones. Cuando el dominio es finito, es posible
definir una funcién exhaustivamente. En algunos casos se definen funciones de mane-
ra implicita y en muchos casos una funcién estd definida por una férmula que permite
“calcular” la imagen de cada elemento de su dominio.

“r: decir algo de mapa??
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Ejemplos.

(1) SiA={a,t,X}y B =1{1,2,3,4,5} podemos definir funciones de A en B indicando
que elemento le corresponde a cada uno de los 3 elementos de A. Por ejemplo, las
siguientes son todas funciones ditintas.

fla)=3,f(t) =1, f(X) =3.
gla) =5,9(t) =4, 9(X) =3.
h(a) =2, h(t) =2, h(X) = 2.

(2) Si A = {1,2,3,...,10}, entonces para definir una funcién de f : A — B, para cual-
quier conjunto B (no necesariamente finito), basta con indicar explicitamente la ima-
gen de cada uno de los 10 elementos de A. Es decir, definir una funcién de A en B es
lo mismo que elegir de manera ordenada 10 elementos de B. O sea,

f(l):bl, f(2) =b2, ey f(l()) Zblo, bl,---,blo € B.

(3) Seap : N — N la funcién que a cada n € N le asigna el n-ésimo ntimero primo.
Sabemos que p(1) = 2, p(2) = 3, p(3) = 5. De hecho se conocen muchos valores de
p, aunque como no se conocen todos los niimeros primos no podemos decir cudnto
vale p(n) para todo n. Es decir, no hay una férmula para p, aunque si una regla clara
de formacién. Es comun denotar por p,, a p(n).

(4) Seaa : N — N, definida por a(n) = 2(n+1). Dado que a esta definida por un férmula
y que ésta es facil de evaluar, es posible decir cudl es la imagen de cualquier n dado;
por ejmplo la imagen de 102 por a es 206.

(5) Sig:R — R esta definida por g(x) = cos(z + 1)/(1 + z?), entonces podemos calcular
laimagen de x por g evaluando la férmula dada. Esto no significa que cualquiera sea

tendremos una expresién de g(z) como 1,5/4 0 /2. Por ejemplo, siz = 1, g(z) = %(2)
ysiz = V/3, entonces g(x) = 608(4\/3) ; con estos nimeros podemos calcular tal como
con cualquier otro ntimero real. O

Si f: A — B esuna funcién dada, y C C A, entonces f(C) = {f(c) : ¢ € C}esla
imagen por f del subconjunto C. Cuando C = A4, f(C) = f(A) es la imagen de f.

Si D C B, la preimagen de D por f es el conjunto
f7(D)={a€A: f(a) € D}

Ejemplos. Consideremos algunas de las funciones de los ejemplos anteriores y deter-
minemos las imagenes de algunos subconjutos de sus dominios y las preimagenes de
algunos subconjuntos de sus codominios.

(1) Consideremos la funcién f del item 1. En este caso la imagen de f es

Im(f) ={1,3}

mientras que la imagen del subconjunto del dominio C = {t} es f(C) = {1}. La
preimagen del conjunto D = {2,3,4} es f (D) = {a, X}, mientras que la preimagen
de {4,5} es vacia.
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(2) Si p es la funcion del item 3, entonces
p 1({10,11,12,13,14,15,16,17}) = {5,6,7}

ya que 11, 13 y 17 son primos y son el quinto, el sexto y el séptimo primo respectiva-
mente. Ahora la preimagen del conjunto de todos los pares mayores que 3, es vacia,
ya que no hay ningtn primo par mayor que 3.

(3) Por ultimo estudiemos la funcién a del item 4, dada por la férmula a(n) = 2(n + 1).
La imagen de los primeros 5 naturales es {4, 6, 8,10, 12}. Para calcular la preimagen
del conjunto D = {31, 32, 33, 34, 35, 36}, debemos determinar los n tales que a(n) =
31,32, 33,34, 35, 36. Primero observamos que a(n) es siempre par, por lo tanto s6lo
debemos buscar n tal que a(n) = 32,34,36. Como a(n) = 2(n + 1), si a(n) = 32
entonces no es dificil deducir que n = 15. De manera andloga resulta que si a(n) = 34
entonces n = 16 y si a(n) = 36 entonces n = 17. Asf resulta que

a YD) = {15,16,17}

Notemos que de nuestros calculos se sigue que hay un tnico n tal que a(n) = 32
(n = 15) y lo mismo sucede en los otros casos. 0

Las siguientes son algunas funciones que aparecen frecuentemente en matematica.

FUNCION CONSTANTE: dados Ay B, para cada b € B existe una funcién constante f, que
asigna a todos los elementos de A el mismo elemento b. Esta est4 definida por

fola) =b
para todo a € A.

FUNCION IDENTIDAD: para todo conjunto 4, la funcién f : A — A definida por

fla)=a

para todo a € A se llama la identidad de A. Algunas nombres usuales para esta
funciéon son I4, 14 0id4.

FUNCION CARACTERisTICA: dado un conjunto A, para cada subconjunto B, la funcion
caracteristica de B, es la funcién xp : A — {0, 1} definida por
(a) 1, siae B
a) =
X5 0, siad B

Dada una funcién f : A — B, a un elemento genérico a € A se lo llama variable; en
la evaluacién de f(a), a puede puede tomar cualquier valor en A, es decir puede variar
dentro de A. Esto es particularmente consistente con la intuicién cuando la funcién f estd
definida por una férmula.

También es posible definir funciones de dos o mas variables. En este caso el dominio
es un producto cartesiano. Por ejemplo si f : A x B — C, f es una funcién con dos

73



3.2 Funciones R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

variables; en la evaluacién de f(a,b), a puede variar dentro de A y b puede variar dentro
de B. El dominio de f es el producto cartesiano A x B, mientras que el dominio de la
primra variable es A y el de la segunda es B. Ejemplos de funciones de dos variables son
la funcién distancia y las operaciones en R.

La funcién distancia d en R x R se define como

d(z,y) = Va2 +y>.

Esta funcién satisface d(z,y) = d(y,z), d(xz,x) = 0,d(z,y) =0siysblosiz =y =0,
y la llamada desigualdad triangular d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Las funciones suma + : R x R = Ry producto - : R x R — R, que a un par de

numeros a, b le asocian respectivamente los valores +(a,b) =a+ by -(a,b) = a - b.

Nota. Més generalmente, se pueden definir funciones de varias variables. Una funcién de
n-variables con valores en B es

frAIx Ay x---xA,—> B

donde f(a1,a2,...,a,) € Bparaa; € A;, 1 <i<n.

Sucesiones

Una clase muy comin de funciones que tiene especial interés en matematica son las su-
cesiones. Un sucesién es una funcién con dominio N. Asf una sucesion real es una funcién
N — Ry una sucesion compleja en una funcion N — C. Si f : N — A es una sucesién con
valores en A, es usual denotar por f,, a la imagen por f de n, en lugar de f(n). Es decir,

f:N—= A, n— fn
Otra forma frecuente de denotar a la sucesion f, es escribir { f,, }en-
Ejemplos.

(1) Lassucesiones definidas por a,, = 2nyb, = 2n—1, paratodon € N, son las sucesiones
de los ntimeros pares e impares, respectivamente.

(2) La sucesién dada por ¢, = (—1)", n € N, toma solamente los valores 1 y —1 alterna-
damente, comenzando con ¢; = —1

(3) Sea E la sucesi6n definida por E,, = [%+2], donde [z] es la parte entera de z . No es
dificil calcular los primeros valores de E.

Ei=1, Ey=2 FE3=2 E =3, F;=3, FEg=4, E:=4,...

Podemos conjeturar que la sucesién E toma cada valor natural 2 veces, salvo el 1.

s - .
La parte entera [z] de un nimero real = es el mayor de los enteros menores o iguales que .
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3.2.2. Restriccion y extension de funciones

Sif:A— ByC C A, aveces es conveniente considerar la restricion de f a C,
f‘c :C— B
definida por
c— f(c), paratodoce C

Esta es una nueva funcién diferente de f, con un nuevo dominio més chico. En C, f y su
restriccién a C, f|c, coinciden; asi podemos decir que en C' ambas son “la misma” funcién.

Si f: A — Besunafuncién dada, a veces es titil considerar una funcién con un dominio
mas grande que Ay que coincida con f en A. Asisig: A — B,donde A C Ay g(a) = f(a)
para todo a € A, se dice que g es una extension de f.

Notar que si g es una extensién de f, entonces f es la restriccion de g a su dominio.

Ejemplo. Sea f : N — N definida por
) = (1)

Esta claro que f toma s6lo los valores 1 y —1 (segtn sea la paridad de n).

La restriccién de f al subconjunto de los naturales pares, es la funcién constante
iguala 1.

Una extensiéon de f a los ntiimeros enteros es la funcién g : Z — Z definida por
g(m) = (—1)™. Otra extension de f a los niimeros enteros es la funciéon h : Z — Z
definida por h(m) = (—1)™ si m es natural y h(m) = 0 si m es negativo o igual a 0.

Observar que la restricciéon de una funcién f : A — B a un subconjunto A’ C A es tinica
por definicién. Sin embargo, puede haber muchas extensiones g : A — B, para un mismo
A C A, como lo muestra el ejemplo anterior

3.2.3. Funciones suryectivas, inyectivas y biyectivas

Dos propiedades de cualquier funcién que resultan relevantes tienen que ver con los
valores del codominio que efectivamente alcanzan y cémo lo hacen.

Mas precisamente, dada una funcién f : A — B, jes todo elemento b de B alcanzado
por la funcién? Para aquellos b que son alcanzados, ;son alcanzados por un sélo elemento
de A o por varios?

Las respuestas a estas preguntas determinan si f es suryectiva o si es inyectiva.

Funciones suryectivas

Una funcién f : A — B es suryectiva o sobreyectiva si su imagen es B, Im(f) = B. Es
decir, si todo b € B es alcanzado por f. Esto es, si para todo b € B existe al menos un
a € A quees por f asignado a b. En simbolos,

Voe B, JacA: fla)=b
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Los siguientes graficos ilustran dos funciones f : A - Byg: A — B,con A =
{1,2,3,4} y B = {a, b, c}.

A B A B

Vemos que f es suryectiva, ya que toma todos los valores de 55, mientras que g no lo es,
ya que ningtn elemento de A “va a parar por f”ac € B.

Ejemplos.
(1) La funcién valor absoluto | - | : R — R, no es suryectiva, ya que el valor absoluto es
siempre mayor o igual que cero. Asi no existe ningtin = € R tal que |z| = —1. Luego

~1¢ Im(-))y Im(|-|) G .

(2) La funcién valor absoluto | - | : R — Rx, si es suryectiva, ya que todo ntimero real
mayor o igual que cero es alcanzado por esta funcién. Mas precisamente si y > 0,
entonces |y| = y. Es decir, la Im(] - |) = R>o.

Funciones inyectivas

Una funcién f : A — B es inyectiva si elementos distintos de A son asignados a elemen-
tos distintos de B. Es decir,

ay # ag = fla1) # f(a2)
Equivalentemente,

fla1) = f(a2) = a; = a

Los siguientes gréficos ilustran una funcién inyectiva y otra no.
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Si f: A — B esinyectiva, la preimagen de cualquier singulete, un subconjunto de B de
un elemento, es vacia o tiene un tnico elemento. En efecto, f~1({b}) = @sib & Im(f)y
f7H({b}) = {a} sib € Im(f) donde a es el tinico elemento de a que es asignado a b.

Ejemplos.

(1) La funcién constante nunca es inyectiva, salvo que el dominio tenga un tinico elemen-
to.

(2) La funcién identidad de A en A es inyectiva y sobreyectiva.

(3) La funcién valor absoluto |- | : R — R, no es inyectiva, ya que un niimero dado y su
opuesto tienen el mismo valor absoluto. Es decir existen dos nameros distintos con el
mismo valor absoluto.

(4) La funcién f : R>g — R, f(z) = 22 si es inyectiva. Ya que si dos nimeros positi-
vos elevados al cuadrado coinciden, entonces son iguales. S6lo hay dos ntiimeros (no
nulos) que elevados al cuadrado son iguales, uno es positivo y el otro negativo.

Antes de continuar nos detenemos un poquito a pensar las siguientes preguntas.

Preguntas.

¢(Es la sucesién definida por E,, = ["%“2} ,donde [ -] es la funcién parte entera, suryec-
tiva o inyectiva?

¢Hay alguna funcién suryectiva de A = {1,2} en B = {a, b, c}?
¢Hay alguna funcién inyectiva de A = {1,2} en B = {a, b, c}?
(Hay alguna funcién suryectiva de N en Z?

Respuestas.

Sobre la sucesién E,,, que fue introducida mas arriba, hicimos una conjetura. Dijimos
que E toma cada valor natural 2 veces, salvo el 1. Si efectivamente es asi E no es
inyectiva y es suryectiva sobre los nimeros naturales.
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Atn sin responer sobre la conjetura, podemos responder definitivamente a la pre-
gunta que nos interesa ahora. Para mostrar que E no es inyectiva basta observar que
FEay = 2 = E3, es decir que 2 y 3 son asignados a un mismo elemento el codominio.
Para mostrar que £ es suryectiva debemos encontrar, para cada natural m dado, unn
tal que a,, = m. Seglin nuestra conjetura hay dos de tales n’s si m # 1. Observamos
que si n es par, entonces ”T*Q es natural, y su parte entera es "T*? Es decir, si n es par
FE, = ”T” Ahora si queremos un n tal que E,, = m, y este n es par, tenemos que
"TJFQ = m de donde deducimos que n = 2m — 2. Hemos encontrado un n, lo hemos
encontrado par, tal que E,, = m como queriamos.

Dado que el dominio A es pequefio, podemos pensar en las funciones de A mas o
menos exhaustivamene. Una funcién de A en B queda totalmente determinada por
sus valores en 1 y en 2. Ahora cualquiera sea el elemento de B que elijamos para 1y
cualqueira sea el elemento que elijamos para 2, siempre quedard un elemento de B
sin elegir. Es decir, la imagen de f tendra a lo sumo dos elementos y nunca serd igual
aB.

Retomando el analisis de la pregunta anterior, es claro que para definir una funcién
de A en B podemos elegir como imagenes de 1y 2 dos elementos distintos de B. Una
tal elecciéon produce una funcién inyectiva. De hecho ha varias funcones inyectivas
distintas. Por ejemplo

f:l—=a y 20

g:1—=b y 2~a
h:1—=b y 2—c

son todas inyectivas.

En este caso tanto el dominio N como el codominio Z son conjuntos mucho més gran-
des que los considerados en las dltimas dos preguntas. Sabemos que N es subconjunto
propio de Z, N C Z. Esto puede inducirnos a pensar que noes posible contruir una
funcién suryctiva de N en Z. Por otro lado, pensemos en el conjunto de naturales pares
2N = {2n : n € N}. Este es un subconjunto propio de N. Ahora, en ese caso la funcién
f quedivide por 2, f : 2N — N, f(m) = %, si es suryectiva. Esto muestra que el hecho
de ser el dominio un subconjunto propio del codominio no es impedimento para la
existencia de funciones suryectivas. Dado esto podemos intentar definir una funcién
de los naturales en los enteros enviando los pres a los enteros positivos, por ejem-
plo, y alos impares a, los enteros negativos. no debemos olvidarnos del 0. Definamos
f:N = Zpor

5 sin es par,

n—

f(n) = { (n—1)
—T 3 sin es impar.

Primero observamos que f esta bien definida pues si n es par § es natural y si n es

impar n — 1 es par y luego %51 es natural. Veamos que es suryectiva.

(3.1)

Si m es un entero positivo, tomemos el par n = 2m. Ahora f(n) = = = m.

E1 0 es también alcanzado, ya que f(1) = 152 = 0.
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Sim es un entero negativo (—m es positivo), tomemos n = —2m + 1 que es impar
n—1 —2m+1-1 __ _
—i5s = - = —(—m) = m.

y positivo. Luego f(n) = — "5~ =
De este modo, para cualquier m € Z existe un n € Z tal que f(n) = my f resulta
sobreyectiva.
Funciones biyectivas

Una funcién f : A — B es biyectiva si es inyectiva y suryectiva a la vez. Es decir, cada
elemento de b es imagen de uno y sélo un elemento de A. En simbolos,

Voe B, lacA: f(a)=b

[lustramos con el grafico de dos funciones biyectivas fy g de A = {1,2,3} en B =

{a,b,c}
A B A B

Una funcién biyectiva de A a B establece una correspondencia biunivoca entre A y B.
Esto es como un diccionario entre A y B en el que cada elemento de A tiene un “sig-
nificado” en B y viceversa. En muchos casos en matematica las biyecciones sirven para
traducir estructuras de un conjunto a otro y luego también permiten traducir problemas
y teoremas.

Entre los ejemplos de funciones que hemos visto hay algunas biyecciones y otras que
no lo son.

Ejemplos.

(1) La funcién valor absoluto de ntimeros reales, de R — R no es biyectiva pues no es
ni suryectiva ni inyectiva. El valor absoluto de R — Rx>( no es biyectivo, pues no
es inyectivo. Ahora, si es biyectivo de R>q — R> 0 ya que conincide con la funcién
identidad de los reales mayores o iguales que 0, y también es biyectiva de R<g — R>o.

(2) La funcién f : N — Z definida en (3.2) es una biyeccién. Ya vimos que es suryectiva.
Ademads, por definicién estd claro que un entero positivo m es alcanzado por un na-
tural par y més pecisamente por 2m; es decir es alcanzado por uno y sélo un natural.
Anélogamente un entero negativo m es alcanzado por un impar, més precisamente
por n = —2m + 1y sélo por éste, que es impar y mayor que 1. Finalmente el 0, es
alcanzado por el 1y sélo por el 1.
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(3) La funcién z — 2%, de R>g — R, es inyectiva como ya vimos pero no es suryectiva,
ya que el cuadrado de un nlimero es siempre positivo y asi ningun ntimero negativo
seré alcanzado por esta funcién. Sin embargo si consideramos = + 22 de R>g — R>q
entonces si esta funcion es suryectiva y luego es biyectiva.

(4) La sucesion E,, = [22] no es biyectiva como funcién de N — N, pues no es inyectiva.
Sin embargo es suryectiva como ya vimos. Ahora la restriccién de esta sucesion al sub-
conjunto D = {1,2,4,6,8,10,...} = 2N U {1} es inyectiva y sigue siendo suryectiva.

Por lo tanto E|p : D — N es una biyeccion.

3.2.4. Funciones inversas

La propiedad més importante de un funcién biyectiva, es la de poder “invertirse”. Esto
es, pensando a las funciones como procesos, la posibilidad de revertir un proceso. En la
naturaleza hay procesos reversibles y hay procesos irreversibles. En matematica, también.

Sumar 1 a un entero, es reversible. El proceso inverso es restar 1. Elevar un ntiimero
real o a un entero al cuadrado, no es reversible, pues a partir del resultado no podemos
deducir de qué nimero se trataba. En efecto, si el resultado es 4, ;se trata del nimero 2 o
tal vez del —2? Imposible responder.

Sea f : A — B una funcién biyectiva. La inversa de f, es la funcién
f1:B—A

definida por
i) =a si fla)=b
donde a es el tinico elemento de A que es asignado por f a b.

La buena definicién de la inversa se sigue de la biyectividad de la f. Por un lado, como
f es suryectiva, cualquiera sea b € B existe al menos un a € A con f(a) = b; de esto se
sigue que f~! est4 definida en todo B (como debe ser). Por otro lado, por ser f inyectiva,
el a € A tal que f(a) = b es Ginico, y luego no hay ambigiiedad en la definicién de f~1.

Por ejemplo, tenemos

A B A B

Observacién. Si f es biyectiva, entonces su inversa f ! es también biyectiva y su inversa
es f. Es decir, (f~!)~! = f. Volveremos sobre esto en la préxima seccién.

Nota. Dada una funcién f : A — B, no siempre es facil determinar si es inyectiva o
suryectiva. Y en caso de ser biyectiva no siempre es facil describir su inversa.
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Nota. Aunque los simbolos para la preimagen de f y la inversa de f son f~!, no existe
riesgo de confusién posible. Supongamos que f : X — Y. Para empezar, la preimagen
lleva asociado un conjunto en su notacién. Es decir, hablamos de la preimagen f~!(B) de
B C Y por f.Lapreimagende f es f~1(Y). Si el conjunto B consta de un tinico elemento,
B = {b}, entonces f~*({b}) = {x € X : f(x) = b}. En el caso particular en que f es
inversible, con inversa f~!, entonces es claro que para cada y € Y existe un tinico z € X
tal que f(z) = y y en ese caso tenemos f~1(y) = f~1({y}) paratodoy € Y.

Ejemplos. Consideramos ahora algunas de las biyecciones vistas e intentamos describir
sus inversas de alguna manera que resulte clara. Notamos que las inversas estdn bien
defindas independientemene de nuestra capacidad para describirlas de manera satisfac-
toria. No siempre es imprescindible dar una férmula; a veces una descripcién “hablada”
es mucho maés clara.

(1) La funcién médulo | | : R>g — R>( es una biyeccion; de hecho es la identidad. Luego
su inversa es ella misma, la identidad. Ahora la funcién médulo | | : R<p — Rx>g
también es una biyeccion. Su inversa tiene como dominio a los reales mayores o iguales
que 0 y como imagen a los reales menores o iguales que 0. La inversa es la funciéon
“tomar el opuesto” o multiplicar por —1.

(2) Vimos que la funcién

2 sin es par,
f(n) = { ) (3.2)

5 sin es impar,

que esencialmente es la funcién “dividir por 2” combinada con “tomar opuestos”, es
biyectiva de N en Z. Su inversa de Z en N debe ser una combinacién de “multiplicar
por 2y “tomar opuestos”. No es djificil corroborar inspeccionando que la inversa esta
definida por

(3.3)

2n sin >0,
g(n) =

—2n—1 sin < 0.

(3) Elevar al cuadrado, z — 22, es biyactiva de R>y — R>(. Suinversa es la raiz cuadrada.
Recordamos que dado un ndmero positivo, como 2, hay dos ntimeros cuyo cuadrado
es 2, uno positivo que es por definicién su raiz cuadrada, y el otro su opuesto. En el
caso de 2, éstos son /2 y —V2.

(4) Por altimo, vimos que la sucesién E,, = [”T*'Q} restringida al conjunto D = {1,2,4,6,8, ...

es una biyeccién de D en N. Esta funcién llevael 1 al 1y sin > 2y estd en D, por ser

par, resula que E,, = [%$2] = 12 = 2 4 1. Es f4cil verificar que su inversa F, que es
una biyecciéon de N en D, esta definida por
1 sin=1,
FE, = (3.4)
2(n—1) sin > 2.
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3.2.5. La composiciéon de funciones

Como siempre que tenemos un objeto matematico, en este caso las funciones, nos pre-
guntamos ;qué podemos hacer con ellas? ;Cémo podemos hacerlas intereactuar entre si?
¢ Qué operaciones podemos definir entre ellas?

Para conjuntos vimos que podemos tomar uniones, intersecciones y complementos.

Sin dudas, para nuestros fines, la operacién entre funciones mas importante es la com-
posicién, que pasamos a describir. Dadas dos funciones g y f queremos construir una
nueva funcién aplicando primero una funcién, digamos la f, y a continuacioén la otra fun-
cién, en este caso la g. Para que esto sea posible, la imagen de f debe estar contenida en el
dominio de g, es decir

Im(f) € Dom(g)

La nueva funcién obtenida se llama composicién de f con g.
Mas precisamente, dadas

f:A=B vy g:C—=D con BCC (3.5)

entonces la composicion de g con f, que se lee g compuesta con f (o simplemente g o f), es
la funcién
gof:A—=C,  awg(f(a))

Es decir, la imagen de un a por la composicién de g con f es la imagen por g de la imagen
por f de a; en simbolos

(go f)a) =g(f(a))

Observacién. Observamnos que Im(go f) C Im(g) y que la contencién puede ser estricta
0 no.

Dos situaciones en las que siempre pasa que Im(f) C Dom(g) (es decir B C C en (3.5))
y por lo tanto siempre podemos componer, son

fiA—=Ag9g:A— A
f:A—=>B,g:B—C.

Gréficamente,

AL>BL>C

NS

gof

Por ejemplo, si tenemos f: A - By g: B — C dadas por
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A B

entonces la composicién de g con f es

A B C

es decir, go f : A — C queda

De ahora en adelante, cuando escribamos g o f asumiremos que tiene sentido hacer tal
composicion.

Nota. Si pensamos a las funciones como procesos o transformaciones, la composicién de

dos de éstos (cudndo el posible) es el proceso o la transformacion que resulta de aplicar
uno a continuacién del otro.
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Si uno de estos procesos es lijar y el otro pintar, la composicién resulta en lijar y pintar.
Notemos que el orden de la composicién es relevante; no es lo mismo lijar y pintar que
pintar y lijar.

En el caso particular en que f : A — A, uno puede componer f con si misma, es decir
f o f. Es usual denotar por f? a f o f, es decir f?(z) = f(f(z)). Nada impide que com-
pongamos una vez mas y se pone f2 = fo f2 = fo (fo f). Esdecir, f3(z) = f(f*(z)) =
f(f(f(z))). Esto puede hacerse el nimero de veces que uno quiera y en general se tiene

fr=foft

para cualquier nimero natural n.
Por ejemplo, si f : {1,2,3} — {1,2,3} estd dada por f(1) =2, f(2) =3y f(3) =1
entonces f?3 es la identidad de {1, 2, 3}.

Nota. Aqui hay que tener cuidado con la notacién y no confundir f"(z) con f(z)". Por

ejemplo, f*(z) = f(f(x)) con f(x)? = f(x)f(x).

Nota. Para funciones, las operaciones mas comunes son la suma y el producto, cuando
estas puedan ser definidas. Dadas dos funciones f,g : A — B y supongamos que en B
hay definida una suma (por ejemplo B = R), se define la suma y el producto ‘punto a
punto’, entre ellas. Es decir, la funciéon suma f + g es la funcién que en un punto a vale la
suma de los valores de f(a) y g(a). Similarmente, la funcién producto fg, es la funcién que
en un elemento a toma el valor del producto entre f(a) y g(a). En simbolos, tenemos

f+g9:A=B,  (f+g)(a)=f(a)+g(a)

parala sumay
fg: A= B, (fg)(a) = fla)g(a)

para el producto.

Propiedades algebraicas y yectivas de la composiciéon

Para entender mejor la composicién nos hacemos algunas preguntas sobre propiedades
basicas sobre las que es bueno pensar. En las primeras nos preguntamos por las propieda-
des algebraicas de la composicién como operacién. En las tltimas, nos cuestionamos sobre
la relacién que hay entre la suryectividad e inyectividad de f o de g y la correspondiente
suryectividad o inyectividad de f o g.

Preguntas.
¢Es la composicién asociativa?
¢Es la composicién conmutativa?
Si f es suryectiva/inyectiva, jes f o g suryectiva/inyectiva?

Si g es suryectiva/inyectiva, jes f o g suryectiva/inyectiva?
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Si f o g es suryectiva/inyectiva, jes f suryectiva/inyectiva?
Si f o g es suryectiva/inyectiva, jes g suryectiva/inyectiva?
Respuestas.

Las dos primeras preguntas se refieren a la validez de las identidades

fol(goh)=(fog)oh
fog=gof

donde f, g y h son funciones para las cuales estan definidas todas las composiciones
necesarias. Lo més elemental que podemos hacer para decidir si dos funciones son o
no iguales es evaluarlas en algiin elemento genérico de su dominio y ver que pasa.
Supongamos que a esta en el dominio de h. Entonces por un lado tenemos que

(folgoh))(a)=f((goh)(a)) = flg(h(a)))

y por otro lado
((fog)oh)(a)=(fog)(ha)) = fg(h(a)))

Se sigue que ambas composiciones son iguales y la composicién es entonces asociati-
va.

En el caso de la composicién de dos funciones en uno y otro sentido, si procedemos
de la misma manera obtenemos que

fogla)=flgla)) y gofla)=g(f(a))

de donde no se desprende que sean iguales, mds atin deberia hacernos suponer que
es posible que haya funciones f y g para las cuales f(g(a)) # g(f(a) al menos para
algtn a. En efecto este es el caso y no hace falta buscar mucho ya que es mas dificil
encontrar funciones f y g para las cuales si vale f o g = g o f. Por ejemplo, si f es la
funcién constantemente igual a by g es la funcién constantemente igual a ¢, entonces
para todo a tenemos que

fogla)=fle)=b y gofla)=g(b)=c
Asi si b # c tenemos un ejemplo como el que buscdbamos.

Las dos segundas preguntas indagan sobre qué propiedades yectivas de f y g pasan
o son heredadas por la composicién f o g. Es decir, si es suficiente que f o g tengan
alguna propiedad yectiva para asegurar la misma propiedad para la composicion.

Teniendo en cuenta que tanto f como g pueden ser, por ejemplo, constantes, se hace
dificil creer que la composicién pueda heredar alguna buena propiedad yectiva de f
o g. Las funciones constantes estdin muy lejos de ser suryectivas y muy lejos de ser
inyectivas. En efecto, si o bien f o bien g es constante, entonces la composicién f o g
es constante. Luego, las respuestas a las tercera y cuarta preguntas son negativas.
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Las dos dltimas van en el sentido opuesto de las que acabamos de contestar. Indgan
sobre las propiedades yectivas de f 6 g que son necesarias para que la composiciéon
tenga esas propiedades.

Dos cosas son claras. Si f no es sobreyectiva, f o g tampoco lo es, pues Im(f o g) C
Im(f).Signo esinyectiva, f og tampoco lo es, pues si g(z) = g(y) con z # y, entonces
(feg)(z) = (feg)(y).

Asfi, para que fog sea suryectiva, es necesario que f lo sea. Para que f og sea inyectiva,
es necesario que g lo sea.

Queda preguntarnos si hay mas cosas necesarias. La respuesta es no. De hecho sucede
que siendo f no inyectiva, f o g si lo es. Por ejemplo, si f(z) = 2? y g(x) = €® como
funciones de R en R, la composicién (f o g)(z) = €?* es inyectiva a pesar de no ser
f inyectiva. Esto es posible pues la imagen de g es un subconjunto del dominio de f
donde f si es inyectiva. Es este ejemplo Im(g) = Rso. También sucede que f o g es
suryectiva a pesar de no serlo la funcién g. Este es el caso, por ejemplo, si tomamos

f() = log(lz]), £(0) = 0y g(x) = 2. En efecto, (f o g)(x) = 2log(|]) paraz # 0y
f(g(0)) = f(0) = 0. Luego, f o g es sobreyectiva, y de hecho su restriccién a los reales
positivos es sobreyectiva.

Composicién de funciones e inversas

Sea ahora f : A — B una funcién biyectiva y sea f~! : B — A su inversa. Evaluemmos
las composiciones

flof:A— A y fof':B—B
Para la primera, tomamos un a € A y calculamos

(ftof)a) = f'(fa) =a

Para la segunda, tomamos un b € B y calculamos

(fof™H®)=f(f71() =b

Es decir,
flof=1I4 y foft=1Ip

donde 14 e Ip son las identidades de A y B respectivamente.

Observacién. Hemos mostrado que las composiciones de una funcién biyectiva con su
inversa son iguales a las funciones identidad de sus respectivos dominios. Resulta que
esta propiedad caracteriza a las funciones biyectivas y a sus inversas. Supongamos que
[+ A — B esuna funcién, en principio no necesariamente biyectiva, para la cual existe
una funcién g : B — A tal que

gof=1Ia y fog=1Ipg.

De estas identidades se sigue en primer término que f y g son biyectivas.
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INYECTIVIDAD: Si a; ¥ az son elementos de A tales que f(a;1) = f(az), entonces g(f(a1)) =
g(f(az2)); pero como g o f = I4 se sigue que

a1 = (go f)(a1) = (g0 f)(az) = as.
SurYecTiviDAD: Dado b € B sea a = g(b). Como f o g = Ip se sigue que

b= (fog)(b) = F(g(h))

Es decir, a = ¢(b) es asignado por f a b. Como b es arbitrario, resulta que f es sur-
yectiva.

Ahora, se sigue ademads que g es la inversa de f. En efecto, sia € Ay f(a) = b, como
a=go f(a) = g(b), tenemos que g(b) = a. Como esto es cierto para todo a € A,

g=f"

Notar que una consecuencia directa de esto es que la funcién inversa de f ! es la misma
f, es decir

=

Coloquialmente podemos decir: la inversa de la inversa es la funcién con que empezamos.
Observacién. Si U es un conjunto, entonces la relacién definida en P(U) por
A~DB <&  existe unabiyeccion de Aa B

es de equivalencia. En efecto A ~ A pues la identidad es una biyeccién de A en si mismo.
Si A ~ B, entonces existe f : A — B biyectiva, luego su inversa f~! : B — A es una
biyeccién y asi resulta B ~ A. Finalmente, si A ~ By B ~ C, entonces existen biyecciones
f:A— Byg:B — C.Como la composicién g o f es una biyeccién de A en C, resulta
A~C.

3.2.6. Funciones y las operaciones de conjuntos

Sea f una funcién f : A — B. Dados subconjuntos C'y D del dominio, es decir C' C A
y D C A, tenemos los conjuntos imagenes de éstos f(C) C By f(D) C B. Nos interesa
investigar, por ejemplo, la relacién entre f(C' N D)y f(C)N f(D).

Ejemplo. Sean A = {1,2,3,4,5}, B={a, 3,7}y [ : a — B definida por:
fW=a, f2)=8, [fB)=v [fA)=5 [O)=a
SiC ={1,2,3} y D = {3,4,5}, entonces
CnD={3} y f(CND)={}

f(C)=A{a,B,7}, f(D)={a,B,7} vy f(IC)NF(D)={a,B,7}.
En este caso resulta que f(C N D) C f(C)N f(D). 0
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Dado el ejemplo anterior no podemos esperar que en general f(C N D) = f(C) N f(D).
Queda preguntarnos si es o no cierto que siempre f(C N D) C f(C)N f(D). Intentemos
probar esto.

Sea a € C'N D cualquiera. Como a € C, f(a) € f(C)ycomoa € D, f(a) € f(D).
Luego f(a) € f(C) N f(D). Hemos probado que f(C N D) C f(C)nN f(D).

Ya vimos un ejemplo en el que la contencién es propia. También puede suceder que la
contencién sea una igualdad como sucede, por ejemplo, si f es la funcién identidad.

La proposicion que sigue describe lo que sucede en varias situaciones de interés.

Proposicién 3.2. Sea f: A — Bysean C,D C Ay E, F C B. Entonces valen:
(@ f(CND)cfC)Nn
(b) f(CNnD)=f(C)N
(c) f(CUD)=f(C)Uf
d ffYENF)=f1YE
(e) f[FHEUF) = [

f(D).

(D si y solo si f es znyectwa
f(D).

)NV FTHE).

)u

“H(F).
Aqui, f~1(E) es la preimagen por f de E.

E

Demostracion.

(a) Sea a € C'N D cualquiera. Como a € C, f(a) € f(C)ycomoa € D, f(a) € f(D).
Luego f(a) € f(C) N f(D).

(b) Por el item anterior una contencion vale siempre. Dado b € f(C) N f(D) y asumiendo
que f es inyectiva, debemos mostrar que b € f(C'N D). Notar que f(CND) C f(C)y
f(CnND)C f(D).Comob e f(C), existe un c € C tal que f(c) =bycomob € f(D),
existeund € D tal que f(d) = b. Ahora como f es inyectivay f(c) = b = f(d) se sigue
que ¢ = d. Asi hemos encontrado ¢ € C'N D tal que f(c) = b como queriamos.

(c) Sib € f(CUD,), existe a € C'UD tal que f(a) = b. Luegoa € Coa € Dy asi
b= f(a) € f(C)6b= f(a) € f(D).Esdecirb € f(C)U f(D). Reciprocamente, si
be f(C)U f(D), entonces b € f(C) 6b e f(D). Luego existe a € C tal que b = f(a)
o existe a € D tal que b = f(a). Es decir existe a € C'U D tal que b = f(a) y asi
be f(CUD,).

(d) Sia € f~Y(ENF), entonces f(a) € EN F;luegoa € f~1(E)ya e f~Y(F), es decir
a€ fHE)NfH
Sia € f~YE)N f~Y(F), entonces f(a) € E'y f(a) € F, es decir f(a) € ENF y asi
ac fTYENF).

(e) Sia € f71(EUF), entonces f(a) € EUF, es decir f(a) € E o f(a) € F. Luego
ac€ f"YE)oac fY(F)yasiae f1(E)U f7L(F).
Sia € f~YE)U f~}(F), entonces a € f~Y(E)oa € f~1(F), es decir f(a) € F o
f(a) € F.Luego f(a) e EUF yasiae f"YEUF).
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La demostracion estd completa. O

Es decir, la preimagen de f se ‘porta bien” con las uniones e intersecciones mientras que
tomar imagen por f respeta la unién, pero sélo respeta la interseccién si f es inyectiva.

Claramente estas propiedades valen, con las mismas demostraciones, para uniones e
intersecciones finitas. Es decir, para la imagen tenemos

f(Ain---NA,) CflA)N---N f(Ap)
f(AiU---UA,) = f(AD)U---U f(Ay)

con igualdad en la primera expresion valida si f es inyectiva, y para la preimagen vale

f_l(Al n--- mAn) - f_l(Al) n---N f_l(An)
fHAU--UA) = fHADU--- U4y

Similarmente, andlogos resultados valen para uniones e interesecciones arbitrarias.

3.2.7. Producto cartesiano y funciones

Dado un conjunto B, a veces es ttil identificar el producto cartesiano B x B con el con-
junto de todas las funciones del conjunto {1, 2} en B. Esto es, entender a un par ordenado
de elementos de B, (a, b), como la funcién f : {1,2} — B definida por f(1) = ay f(2) =b.
Es decir,

BxB <«— {f:{1,2} - B}

De manera anéloga, para cualquier natural n, identificamos al producto cartesiano

B"=Bx---xB

n—veces

con el conjunto de todas las funciones de {1,2,...,n} en B. Es decir,
B" «— {f:{1,2,...,n} = B}

Estas identificaciones nos permiten ahora definir el producto cartesiano de B con B tan-
tas veces como querramos. Por ejemplo, definimos entonces al producto cartesiano de B
con B “N-veces” como el conjunto de todas las funciones de N en B, es decir como el con-
junto de todas las sucesiones con valores en B. A este producto cartesiano lo denotamos
BN, Asi

BY:={f: f:N = B} = {sucesiones con valores en B}

Notamos que esta notacion es consistente con la usada para productos cartesianos fini-
tos si entendemos a B" = B{1:2-n},

Por otro lado también tiene sentido considerar B¥ como el conjunto de todas las fun-
ciones de R en B y en general B“ como el conjunto de todas las funciones de A en B.

Ejemplo. Sean A = {1,2,3,4} y B = {p,q,r, s} y consideremos el producto cartesiano
B4 que identificamos con B*. Entendiendo a cada elemento de B* como una funcién
tenemos:
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(¢,4, q,q) es una funcién constante; es constantemente igual a q.
(p,,p, q) no es inyectiva pues p es alcanzado dos veces.

(s,r,q,p) y (s,7,p,q) son dos biyecciones distintas.

3.3. Conjuntos finitos y cardinalidad

Todos sabemos contar. Al menos cantidades no muy grandes. Para cantidades pequefias
nos bastan los dedos de las manos y es con estos dedos que aprendemos a contar de chicos.
Aun cudndo los chicos muy pequefioss no saben los ntimeros, saben decir con los dedos si
hay 2 0 3 caramelos. Aprenden a contar figuritas agregando un dedo a medida que pasan
una por una. La mano es la regla para medir la cantidad de objetos que hay y el dedo es
la unidad de medida. Queremos formalizar y generalizar esta forma de “contar con las
manos”.

Denotamos al subconjunto de los primeros n naturales por [1, ], es decir
[1,n] ={1,2,3,...,n} (3.6)

En matemdtica usamos a los naturales y a estos subconjuntos distinguidos como “reglas”
para medir el tamafio de conjuntos. Este conjunto tiene n elementos o tiene cardinal n.

Definicién. Decimos que un conjunto A es finito, si existe una funcién biyectiva de [1, n|
en A para algin n € N. Denotamos esto por |A| < co. Decimos que A es finito de cardinal
n, si existe una funcion biyectiva de [1,n] en A y denotamos esto por

Al =#A=n

Finalmente, se dice que A es infinito sino es finito. Ademas, convenimos en que el cardinal
del conjunto vacio es 0.

Ejemplos.

(1) El conjunto de vocales V' = {a,e,i,o,u} tiene cardinal 5. (Los dedos de una mano al-
canzan.) Formalmente, la funcién f : [1,5] — V, definida por

l—a, 2—b, 3¢ 4—d, 5H—e,
es una biyeccion. Esta claro que no es la tinica. La funcién definida por
l—e, 2+—d, 3—c¢ 4—b, 5ra,

es otra.
(2) Los siguientes son ejemplos de conjuntos de cardinal n.
{ai,a9,...,an_1,a,},silos a; son todos distintos.

{1,3,5,...,2n—3,2n — 1}.
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{2,22,23,...,2""1 2"},

11 1 1
(T e a8 arn
[2,n+1] ={2,3,...,n,n+ 1}.
[mm+n—1]={mm+1,....m+n—2m+n—1}
[LEJU[L+ 1,64+ n—k],conk < {(sik={tenemos [1,n]).

Si intentamos leer estos conjuntos tal como estan escritos, describiendo sus elementos
uno por uno, estaremos describiendo una biyeccién de [1,n] en cada uno de ellos.
Dejamos al lector el ejercicio de escribir formalmente éstas u otras biyecciones en cada
caso.

(3) El conjunto N de los nimeros naturales es infinito. Supongamos que fuera finito, en-
tonces existiria una biyeccion entre [1,n] y N para alginn € N. Si f : [1,n] — N una
biyecciony f(1) = a1, f(2) = ag, ..., f(n) = ap, seaa = max{ai,...,a,}.Comoa € N
sesigueque a+ 1 € N, peroa + 1 ¢ Im(f), lo cual es absurdo pues f es en particular
suryectiva. 0

Observacién. Si Ay B son dos conjuntos del mismo cardinal, digamos n, entonces existe
una biyeccién entre ambos. En efecto como A y B tienen cardinal n, existen una biyeccién
f:[1,n] = Ay unabiyeccién g : [1,n] — B. Ahorago f~!: A — B es una biyeccion.

Reciprocamene si A tiene cardinal n y B es tal que existe una biyeccion de A de B, en-
tonces B tiene también cardinal n. En efecto, como A tiene cardinal n existe una biyecciéon
f:[1,n] - Aysig: A — Besunabiyeccién, entonces go f : [1,n] — B es una biyeccién
y asi B tiene cardinal n.

Si A es un conjunto finito, entonces la relacién de equivalencia para subconjuntos de A
vista en la Seccién 3.2.5, dada por B ~ C si y s6lo si existe una biyeccién entre B y C,
parte o clasifica a los subconjuntos de A segtin su cardinal. Los equivalentes a uno dado
son todos los que tienen su mismo cardinal.

El tener una biyeccién entre dos conjuntos permite traducir los problemas y verdades de
uno al otro. En particular, los problemas de conteo en conjuntos finitos se pueden expresar
como problemas de conteo en los conjuntos [1,n]. Es decir, ante un problema sobre un
conjunto finito A, podemos suponer que A = [1,n]. Un ejemplo de este principio es el
siguiente problema.

Pregunta. ;Cuantos subconjuntos tiene un conjunto finito?

El mismo enunciado del problema asume que la respuesta no depende de la naturaleza
del conjunto y de sus elementos, sino solamente de su cardinal.

Respuesta. Si A es de cardinal n, entonces A tiene 2" subconjuntos.

Es decir, si A es finito de cardinal n, entonces P(A) es también finito y de cardinal 2".
Mas adelante entenderemos porqué esto es asi y daremos una demostracién. Sin embargo
mostramos ahora mismo cémo reducimos este problema al caso en que el conjunto A sea
el conjunto patrén 1, n].

Veamos que una biyeccién de un conjunto finito F’' de cardinal n con [1,n], induce ade-
mas una biyeccién natural entre los conjuntos de partes de estos conjuntos.
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Proposicion 3.3. Si F' es un conjunto finito de cardinal ny f : [1,n] — F es una biyeccion,
entonces f induce una biyeccion

f:P(1,n]) = P(F)

tal que f({i}) = {f (i)}, para todo 1 < i < n. La biyeccion f lleva subconjuntos de cardinal m en
subconjuntos de cardinal m.

Demostracién. Debemos definir la funcién f para todo subconjunto de [1,n]. Prime-
ro definimos f(@) = @. Luego, por hipétesis, debemos defirla en los singuletes como
f({i}) = {f(i)}. Ahorasi A C [1,n], definimos f(A) = {f(i): i € A}.

Como f es biyeccién se sigue que f|4 : A — f(A) es una biyeccién y en particular Ay
f(A) tienen el mismo cardinal.

Para mostrar que f esuna biyeccién construimos su inversa. Consideramos la inversa

def, f1: F — [1,n] y definimos de manera anéloga f -1, Se sigue de la construccién de
ambas que fy f~! son inversas una de otra. O

La siguiente proposicién afirma algo que es intuitivo para el caso de conjuntos finitos.

Proposicién 3.4. Si A es un conjunto finito de cardinal n y B C A es un subconjunto también
de cardinal n, entonces B = A.

Demostracién. Para dar una demostracién de este hecho deberemos esperar un poco. [l

3.3.1. Conjuntos infinitos y numerabilidad

En general, mientras que nuestra intuicién es correcta cuando trabajamos con conjuntos
finitos, no lo es tanto cuando trabajamos con conjuntos infinitos. Por ejemplo, para con-
juntos infinitos no es cierto que si A C By ambos tienen el mismo “cardinal”, entonces
son iguales.

No vamos a definir ni estudiar la nocién de cardinal para conjuntos infinitos. Lo que
si haremos es definir numerabilidad y consideraremos entonces conjuntos numerables y
conjuntos no numerables.

Dado un conjunto infinito A decimos que es numerable, si existe una funcién biyectiva
del conjunto de todos los naturales N en A. Un conjunto infinito que no es numerable se
dice no numerable.

Observacién. Aligual que en el caso de conjuntos finitos, si dados dos conjuntos infinitos
hay una biyeccién entre ellos y uno es numerable, el otro también es numerable.

Como dijimos mas arriba, el cardinal como nocién de tamafio para conjuntos infini-
tos no siempre resulta intuitiva. Por ejemplo, el conjunto de ntimeros naturales tiene un
subconjunto propio (en el sentido de la contencién, estrictamente mds chico) del mismo
cardinal que N, es decir también numerable. A saber, 2N C N y ambos son numerables.
La funcién que multiplica por 2 es una biyeccién de N en 2N (su inversa es la funcién que
divide por 2). Otro ejemplo usando los enteros es N C Z; ambos son numerables. En la
Seccion 3.2.3 definimos una biyeccién de N en Z. Los siguientes son varios ejemplos del
mismo fenémeno.
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Ejemplos. Los siguientes son subconjuntos propios numerables de N.

(1) Los pares 2N y los impares 2N + 1.

(2) Los multiplos de 3 y los conjuntos de ntimeros con resto 1 y 2 al dividir por 3, respec-
tivamente. Es decir, 3N, 3N + 1y 3N + 2.

(3) Para cualquier a € N, los conjuntos de resto r, 0 < r < n — 1, al dividir por a, es decir
aN,aN+1,...;,aN+r,...,aN+ (n—1).

(4) Los conjuntos de la forma {am + bn : m,n € N}, con a,b € N.
(5) Los ntimeros primos P.
(6) Los conjuntos [1,n]° ={n+1,n+2,...} = {m € N:m > n} para cualquier n € N.
(7) Mas generalmente, los complementos de los conjuntos finitos.
(8) Las potencias de 2, {2" : n € N}.
(9) Las potencias paresde a € N, {a®" : n € N}.
(10) Los ntiimeros que contienen la cadena 2015 en su notacién decimal.
(11) Los ntimeros que tienen exactamente 13 unos y 17 cuatros como digitos.

(12) Cualquier sucesion {ay, } con valores en N, que tome infinitos valores distintos (si no
seria un conjunto finito).

Dejamos a cargo del lector la tarea de encontrar una biyeccién explicita en cada caso. ¢

Nota. Todo conjunto infinito, es por lo menos numerable, en el sentido que contiene un
subconjunto numerable. Ahora, existen conjuntos infinitos no numerables, es decir més
grandes (mucho mas grandes) que N. Este es el caso, por ejemplo, del conjunto de ntimeros
reales R. Otro conjunto no numerable es el conjunto de partes de N, P(N), que estd en
biyeccién con R.

3.3.2. Operaciones de conjuntos y numerabilidad

Algunos conjuntos construidos a partir de conjuntos numerables resultan numerables.
Conocer esto permite muchas veces probar que un conjunto es numerable de manera sen-
cilla. Esto sucede por ejemplo con los ntimeros racionales.

Consideramos cinco situaciones que aparecen muy frecuentemente. En todos los casos
presentamos ideas y damos argumentos que fundamentan la que sucede, aunque para
dar demostraciones completas en necesario conocer mejor a los ntimeros naturales, los
que estudiaremos en profundidad més adelante. De todas manera son verdades que po-
dremos usar con confianza de ahora en mas.

Subconjuntos

Conjuntos intermedios
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Intersecciones
Uniones finitas

Productos cartesianos finitos

SUBCONJUNTOS

Si A es numerable y B C A, entonces B es a lo sumo numerable; esto es, puede ser
finito, pero si no lo es, entonces es numerable.

En efecto, como A es numerable existe una biyeccién
f:A—>N
Ahora la restriccion de f a B tiene por imédgen a un subconjunto de N. Asi todo se reduce

a entender los subconjuntos de N. Y éstos son finitos o numerables.
En efecto, si B C N procedemos de la siguiente manera:

Tomamos el 1 € Ny lo asignamos al primer natural de B, que podemos nombrar
a1, que no necesariamente serd 1.

Tomamos el 2 € Ny lo asignamos al primer natural de B mds grande que a; y lo
llamamos as.

Continuamos asi con los siguientes naturales.

Si en algin momento agotamos todo B, entonces B es finito. Si no, queda definida una
biyeccién f : N — B, donde f(n) = ay.

CONJUNTOS INTERMEDIOS
SiC C B C Ay tanto A como C son numerables, entonces B también es numerable.

Esto se sigue directamente del item anterior, ya que por un lado como B es subconjunto
de Ay A esnumerable, B es finito o numerable. Pero como B contiene a C' que no es finito,
B no puede ser finito y resulta numerable.

INTERSECCIONES

Si A; coni € I es una colecciéon de conjuntos numerables, entonces la interseccién de
todos ellos es a lo sumo numerable. Esto se sigue nuevamente del primer item ya que la
interseccién es un subconjunto de cualquiera de ellos;

[ Ai € A

el

UNIONES FINITAS
Si Ayg, ... A, sonn conjuntos numerables, la unién de ellos

=410 U4,
i=1
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es siempre numerable.

Observamos que para entender esto basta hacerlo para la unién de dos conjuntos, ya que
la unién es asociativa. Asi podemos hacer A; U A, que serd numerable y luego unirle As;
esta union serd entonces numerable y podemos unirle A4 y continuar asf hasta terminar
con los n conjuntos.

Sean A y B dos conjuntos numerables. Para numerar a la unién A U B procedemos asi.

Al1l € Nle asignamos el primer elemento de A.

Al 2 le hacemos corresponder el primer elemento de B.
Al 3 lo enviamos al segundo elemento de A.

Al 4 ]lo mandamos al segundo elemento de B.

Y en general, asighamos los impares a los elementos de A y los pares a los elementos
de B.

Formalmentesi f : N - Ay g : N — B son las biyecciones que numeran a Ay a B,
definimos h : N = A U B por

Mm:{ﬂ@,gni%—1
g(k), sin =2k

La funcién h es una biyeccién y con la cual numeramos a la unién A U B.

PRODUCTOS CARTESIANOS FINITOS

Al igual que en el caso de la unién, basta mostrar que el producto cartesiano de dos
conjuntos numerables es numerable. Dados A y B numerables numeramos el producto
cartesiano A x B “por diagonales” como muestra el dibujo.

—  DIBUJO

Para escrbir formalmente la biyecciéon descripa en el dibujo observamos que en cada
diagonal la suma de la fila y la columna de sus elementos es constante. En la primera
diagonal, que tiene un solo elemento, esta suma es igual a 2; en la siguiente igual a 3 y en
la préxima igual a 4.

Para definir formalmente esta funcién, conviene definir en primer lugar su inversa, es
decir una biyeccion h : Ax B - N.Si f : N =+ Ay g : N = B son las biyecciones que
numeran a A y a B respectivamente, definimos h como sigue. Dado (a, b) consideramos
sus respectivos 6rdenes, es deciri = f1(a) y j = g~1(b); esto nos indica que (a, b) esté en
la diagonal 7 + j — 1y en ella ocupa el lugar j. Asi

ha,b) =142+ -+ (i+5—2) 4]

Los primeros sumandos corresponden a las primeras diagonales y su suma representa
todos los elementos de esas diagonales; el tltimo sumando j, es la posicién que ocupa
(a,b) en su diagonal.

——- DIBUJO ———
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Q es numerable

Los ntimeros racionales tienen numerador y denominador; el numerador es un entero
cualquiera y el denominador puede elegirse natural. Un mismo racional puede expresarse
usando distintos pares numerador / denominador. Es decir, los racionales se pueden ver
como un subconjunto del producto cartesiano de enteros por naturales:

QCZxN

Como Zy N son numerables, Z x N es numerable. Ademéas como Q contiene a N, podemos
ver a Q como conjunto intermedio entre dos numerables y por lo tanto resulta que Q es
numerable.

El dibujo muestra, a modo de ejemplo, como se pueden numerar los racionales positi-
VOS.

— DIBUJO ——

3.4. Ejercicios y problemas
Ejercicios

Ejercicio 3.1. Definir 2 funciones distintas con dominio A = {z,y, 2z} y codominio B =
(11,12,13,14, 15).

Ejercicio 3.2. Sea f : N — Z definida por f(n) = 9 — n?

(1) Calcular la imagen por f de los primeros 10 naturales.

(2) Determinar la preimagen por f del conjunto {—5,—4,...,0,1,...5}.

(3) ¢Es f suryectiva?

Ejercicio 3.3. Sean a,, y b, las sucesiones dadas por a,, =n + (—-1)" y b, = 2n + 1.
(1) Hacer un dibujo de ambas sucesiones en un mismo grafico.

(2) Decir si son inyectivas o suryectivas.

(38) Calcular las composiciones a,, o b, y by, © ay,.

(4) Evaluar las composiciones anteriores paran = 1...25.

Ejercicio 3.4. Considerar la funcién L que a una palabra le asigna la primera letra del

abecedario que aparece en esa palabra. Por ejemplo, L(oblongo) = b, L(trompo) = my
L(fin) = f.

(1) Elegir un conjunto A de palabras tales que la imagen de A por L sea el conjunto de las
vocales.
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(2) Elegir un conjunto A de 8 palabras tales que la imagen de A por L sea el conjunto de
las vocales.

(3) ¢Puede exhibir una palabra p tal que L(p) = u?

(4) Encuentre 3 verduras tales que sus nombres no sean asignados por L todos a la letra
a.

Ejercicio 3.5. ;Cudntos multiplos de 3 hay entre 7 y 377. Si la respuesta es n, exhibir expli-
citamente una biyeccién entre [1,n] y este conjunto. ;Podria dar una segunda biyecciéon
distinta de la anterior?

Ejercicio 3.6. Sean A = {a,b,c,...,k} y B = {F1, F>,..., F;}. Definir en cada caso fun-
ciones f : A — Byg: B — Atales que:

(a) f o g sea sobreyectiva.
(b) Laimagen de g o f tenga 7 elementos.

(c) La imagen de g tenga 3 elementos, la imagen de f tenga 5 elementos y la imagen de
g o f seaigual alaimagen de g.

(d) g sea inyectiva y la preimagen de {a, b, c} por g o f sea el conjunto {h, k}.

Problemas

Problema 3.7. Definir funciones f : Z — N satisfaciendo las siguientes condiciones:
(1) Suryectiva y no inyectiva.

(2) Inyectiva y no suryectiva.

(3) Inyectivay Im(f) ={n e N: n>10}.

(4) Suryectiva y tal que la preimagen de cualquier natural par tenga dos elementos.
Problema 3.8. Sea f : Z — Ny la funcién valor absoluto.

(1) ¢Existe g : Ng — Z tal que f og = Id?

(2) ¢Existeg:Ng — Ztalque go f = Id?

(3) Si F(m) = f(m+21), sexiste g : Ny — Z tal que F o g = Id?

Problema 3.9. Definir una funcién f : N — N tal que para todo n € N la preimagen por f
del singulete {n} tenga cardinal n. Es decir, tal que el natural n sea alcanzado n veces.

Problema 3.10.
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NUMEROS Y ARITMETICA
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En esta parte estudiaremos varios conjuntos de ntimeros y su aritmética. Estudiaremos
los naturales, los enteros, los racionales o fraccionarios, los niimeros reales y los niimeros
complejos.

Exploramos las propiedades de estos conjuntos de nimeros y los fundamentos de su
aritmética, por un lado con el objetivo de poder calcular con ellos de manera segura y asi
poderlos usar como herramientas para resolver problemas, y por otro lado para abstraer
estructuras subyacentes que luego aparecen en otros conjuntos numéricos de la matema-
tica.

Comenzaremos estudiando los ntimeros reales, y no por ejemplo los naturales a pesar
de ser mas simples, pues tienen una estructura mas rica y sofisticada.

En nuestro estudio nos concentraremos en explicar y comprender coémo se comportan
y en entender aspectos estructurales mas que en intentar explicar qué son.

Adoptaremos dos puntos vista que convivirdn en paralelo en la exposiciéon y que se
enriquecen el uno al otro.

(1) PunTo pE vista PRAGMATICO. Aceptando que conocemos los ntimeros naturales, los
enteros, los racionales y los reales con sus operaciones de suma y producto y el orden
usual, estudiamos sus propiedades y su aritmética a partir de un conjunto pequefio
de propiedades que llamamos bidsicas.

(2) Punto pE vista AXIOMATICO. Trabajamos sobre un conjunto abstracto con una suma,
un producto y un orden, que podria ser otro que el de los ntimeros reales, asumiendo
que satisfacen ciertas propiedades que llamamos axiomas. Desde este punto de vista
no nos interesa la naturaleza de los elementos del conjunto estuadiado.

Vale la pena decir que cuando estudiamos un objeto concreto desde un punto de vista
pragmatico, lo que aprendemos se refiere a ese objeto. Mientras que si estudiamos ese mis-
mo objeto desde un punto de vista axiématico, abstrayendo sus propiedades fundamen-
tales, lo que aprendemos es también valido para cualquier otro objeto con esas mismas
propiedades.

Muchas veces la naturaleza de los objetos estudiados y el conocimiento que tengamos
de ellos contribuye significativamente a descubrir verdades sobre ellos. Otras, el abstraer
algunas de sus propiedades prescindidendo de su naturaleza permite ver con mayor cla-
ridad las verdades que los rigen. La experiencia muestra que la combinacién de estos dos
puntos de vistas facilita y enriquece el conocimiento matematico.

99



Capitulo 4

Ntumeros reales y su aritmética

4.1. Conjuntos numéricos

Denotaremos con R al conjunto de ntimeros reales. A los subconjuntos de racionales,
enteros y naturales los denotaremos respectivamente Q, Z y N. Sabemos que

NCZCQCR (4.1)

y recordamos que:
N={1,2,3,...}

Z=1{..,-3-2-1,0123,...) 42)
Q:{%:mb62b¢0}

Estos no son los tnicos subconjuntos interesantes de nimeros reales que hay, ni los
Unicos que se consideran y resultan ttiles a la matematica. Entre Q y R hay una enorme
variedad de conjuntos con propiedades aritméticas muy similares a las de Q y R. Uno de
éstos es

Q(vV2) = {a+V2b:a,becqQ} (4.3)

donde v/2 es la raiz cuadrada de 2, o sea (v/2)? = 2.

Otros subconjuntos de ntimeros que aparecen naturalmente en la matematica son, por
ejemplo, los ntimeros irracionales y los ntimeros primos. Los irracionales son por defini-
cion el complemento del conjunto de racionales, es decir aquellos ntimeros que no pueden
escribirse como cociente de dos enteros; los denotaremos por Q°. Asi

R=QUQ"

donde la unién es claramente disjunta. Luego, un ntiimero real cualquiera es racional o
irracional, pero nunca ambas cosas a la vez. Por ejemplo, el ntimero /2 usado en (4.3)
es un nuimero irracional, como también lo es 7. Un ntimero natural es primo si no tiene
divisores propio distintos de 1. Es comtin denotar por P al conjunto de niimeros primos.

A diferencia de los otros conjuntos de nimeros mencionados, Q¢ y PP no son cerrados
por la suma y el producto de ntimeros reales. Es decir, suma y producto de primos (resp.
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irracionales) no es necesariamente primo (resp. irracional). Por ejemplo, si bien 2+11 = 13
es primo, 5+7 = 12 no es primo. Claramente p-g no es primo para cualquier par de primos
py q. Paralos irracionales, 7+ (3— ) = 3y 7- 2 = 2 son racionales. En realidad, si z e un
irracional, siempre tenemos que = + (—z) = 0y z(1/x) = 1. Por lo tanto, estos conjuntos

no tienen una estructura aritmética como los otros.

En este capitulo estudiamos las propiedades aritméticas de los ntimeros reales combi-
nando los puntos de vista PRAGMATICO y AXIOMATICO.

Aceptamos que los nimeros reales existen y son como los conocemos. Reconocemos
sus propiedades bdésicas, como por ejemplo que la suma y el producto son asociativos
y conmutativos, o que el 0 es elemento neutro para la suma y el 1 es identidad para el
producto.

Desde lo axiomético, planteamos éstas propiedades observadas como axiomas para un
conjunto de nimeros abstracto que no conocemos. Estos axiomas son las propiedades
exigidas o deseadas para ese conjunto de nimeros, quiza inexistente.

Todas las verdades que enunciemos y probemos sobre la aritmética de los ntimeros
reales, se seguiran del conjunto de propiedades bésicas observadas (prdgmatico) o axio-
mas (axioméatico) y no dependerdn de la naturaleza de los nimeros reales. Es por esto que
estas verdades de los nimeros reales serdn también verdades de la aritmética de todos los
conjuntos de niimeros que satisfagan esos axiomas, es decir que los tengan como propie-
dades. Esto no es un hecho menor, ya que muchas verdades se siguen de un conjunto
pequenio de propiedades o axiomas y hay muchos conjuntos de ntimeros, muy distintos,
que las comparten.

Por ejemplo, las propiedades basicas de la suma y el producto de ntimeros reales son
compartidas por los nimeros racionales y los complejos, y también por ciertos conjuntos
finitos de nimeros modulares, entre muchos otros. Por lo tanto, todas las propiedades y
verdades de los reales que se prueban usando solamente las propiedades de la suma y el
producto valen también para los racionales, los complejos y para todos los conjuntos de
ntmeros que satisfacen los axiomas de la suma y el producto de los reales.

Cuédntos mds axiomas se exigen, menor es la cantidad de conjuntos de ntimeros que
los satisfacen a todos. Por ejemplo, si a los axiomas de suma y producto de los reales
agregamos los de orden de los reales, los niimeros complejos se quedan afuera, pues no
satisfacen los de orden. Si agregamos el axioma de completitud (y no los de orden), los
racionales se quedan afuera, y los complejos adentro.

Es importante mencionar que hay una lista de axiomas que los nimeros reales satis-
facen, que hace que todos los conjuntos que se pudieran construir con esas propiedades
resultaran todos equivalentes entre si 'y equivalentes al conjunto de ntiimeros reales. Es de-
cir, esta lista caracteriza a los ntimeros reales y por esto se la conoce como “axiomas de los
nimeros reales”.

4.1.1. Sobre la construccion de los ntimeros reales |

¢Qué son los nimeros reales? En este momento no es importante contestar esta pregun-
ta, ya que estamos aceptando que los ntimeros reales existen y que los conocemos. Quere-
mos aprender a calcular y a trabajar con ellos, por lo cual no interesa tanto su naturaleza,
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sino cémo se comportan. Sin embargo vamos a decir dos palabras sobre su naturaleza.

Los nimeros reales pueden construirse de distintas maneras. A cada realizacién concre-
ta que se construye se lo llama modelo de lo ntimeros reales. Cuando cada uno de nosotros
piensa en los ntimeros reales, piensa en algtin modelo particular que le resulta compren-
sible o le es familiar. Algunos piensan al conjunto de ntimeros reales como una recta e
interpretan a las operaciones de suma y producto y al orden en ese contexto. Otros, pre-
fieren ver a los niimeros reales “escritos” en notaciéon decimal, con coma y hasta infinitos
digitos a la derecha y asi realizados entienden la suma y el producto y comprenden cudn-
do un ntimero es mayor que otro.

Varias de las construcciones més conocidas se realizan a partir de los nimeros raciona-
les; como por ejemplo la construccién por cortaduras de Dedekind o la completacién de Cantor.
Otras construcciones conocidas son la geométrica (sobre la recta) y la de las expansiones de-
cimales, ya mencionadas antes.

En todos los casos, no sélo se construyen los “ntimeros”, sino que también se definen
las operaciones de suma y producto, como asi también el orden.

Para nuestros fines, es ttil pensar a los reales como el dltimo eslabén de una serie de
construcciones que empieza con los naturales con la suma y el producto que aprendemos
después de aprender a contar y con la nocién de mayor usual, que sigue con los enteros,
luego con los racionales y finalmente termina con los reales (ver (4.1)). En cada paso se
extienden las operaciones de suma y producto del paso anterior y se extiende el orden.
Los primeros pasos resultan intuitivos, aunque requieren de cierto formalismo y detalles
técnicos. El tltimo paso es mds profundo y requiere una abstraccién considerable ademads
de un formalismo complejo.

La construcciéon descripta se basa en la existencia de los niimeros naturales, que acep-
tamos sin cuestionamientos. De todos modos, vale la pena decir, que es posible construir
los naturales usando la teoria de conjuntos. En este caso, los “axiomas de los nimeros
naturales” son los Axiomas de Peano.

Las construcciones explicitas de los ntimeros y las pruebas formales de las propiedades
pertenecen a los fundamentos de la matemaética y escapan al alcance de este libro.

4.1.2. Lasuma, el producto y el orden de los niimeros reales

Una operacién binaria en un conjunto A, es una funcién del producto cartesiano A x A en
A. En el conjunto R de ntimeros reales hay definidas dos operaciones binarias, una suma
y un producto.

+:RxR —R, RxR—R

“” 7

donde “+” denota a la suma y “-” al producto.

Como ya dijimos, estas operaciones extienden las correspondientres de los nimeros
racionales. En particular, la suma y el producto de dos ntimeros racionales es siempre
racional. En términos de funciones, esto se expresa diciendo que la restriccién de la suma
y el producto a Q son la suma y el producto definido en Q. Lo mismo ocurre con las
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restricciones a Z y a N. En simbolos,

Floxg 1 @xQ—Q loxg 1QxQ—Q
Flowg L XL — 1L L XL — 7
:NxN-—N

|zxz

+\N><N:NXN—>N

.‘NXN

Notacién (para la suma y el producto). Para indicar la suma de dos niimeros a y b, siendo
“+” el nombre de la funcién suma, deberiamos escribir +(a, b). En su lugar escribimos
a + b. Andlogamente para indicar el producto de dos ntimeros a y b, siendo “-” el nombre
de la funcién producto, deberfamos escribir -(a, b). En su lugar escribimos a - b. Es usual
escribir también a x b o simplemente ab en vez de a - b.

Observacién. Notamos que si a = b, entonces los pares ordenados (z,a) y (x,b) son
iguales y luego las funciones suma y producto valen lo mismo evaluadas en (z,a) y (z,b).
Esdecir,z +a =2z + by x-a = x - b. En resumen, tenemos

r+a=z+b

a=b = (x,a)=(z,b) =
r-a=z-b

para todo z € R.

El orden de los nimeros reales, dado por la relacién “es menor que” denotada por <, es
una estructura adicional que junto con las operaciones de suma y producto hacen de los
nimeros reales un ambiente muy interesante para hacer matematica, con una aritmética
muy rica. Los subconjuntos de racionales, enteros y naturales también estan ordenados
por el mismo orden que los reales.

Nota. La relaciéon “es menor que” de los reales (<) no es una relacién de orden en el
sentido de la Seccién 3.1.2; en cambio la relacién “es menor o igual que” (<) si lo es.

4.2. Los axiomas de los numeros reales

En esta seccién presentamos la lista completa de axiomas que caracterizan a los nimeros
reales. Todos salvo quiza el de completitud, son propiedades basicas bien conocidas de
los ntimeros reales.

A partir de estas propiedades deduciremos de manera ordenada y rigurosa otras mu-
chas propiedades aritméticas de R. Esto ayudara a entender mejor y con fundamentos
sOlidos a los ntimeros reales y servird de base para luego entender la aritmética de otros
conjuntos de niimeros.

Presentamos los axiomas que caracterizan a los niimeros reales divididos en tres gru-
pos, como axiomas para un conjunto de ntimeros R con una suma ‘+’, un producto *-" y
un orden ‘<’ dados. En el primer grupo estdn los axiomas que caracterizan a un cuerpo;
estos axiomas se refieren exclusivamente a las operaciones de suma y producto. Luego
aparecen en un segundo grupo los axiomas que combinados con los anteriores caracte-
rizan a un cuerpo ordenado. Finalmente aparece un tltimo axioma, el de completitud, que
en este caso estd enunciado en términos del orden < presente en R y que junto con todos
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los anteriores caracteriza a un cuerpo ordenado completo. Resulta que hay un tinico cuerpo
ordenado completo: R.

Una vez introducidos todos estos axiomas hacemos algunas observaciones sobre sus

enunciados y comenzamos a deducir sistematicamente otras propiedades aritméticas de
cualquier cuerpo y de cualquier cuerpo ordenado.

AXIOMAS DE CUERPO

I. DE LA suma

Asociatividad: (x +y) + z = x + (y + z) para todo z,y, z € R.
Conmutatividad: v + y = y + x para todo z,y € R.

Existencia de neutro: existe a € R tal que a + « = x para todo x € R.
Existencia de opuesto: existe un 2’ € R tal que = + 2/ = a para todo = € R.

II. DEL PrODUCTO

Asociatividad: (x -y) -z =x - (y - z) para todo z,y, z € R.

Conmutatividad: x - y = y - « para todo z,y € R.

Existencia de identidad: existe un b € R tal que b - © = x para todo z € R.
Existencia de inverso: para todo = € R, x # a, existe 2’ € R tal que = - 2’ = b.

III. DE COMPATIBILIDAD DE LA SUMA CON EL PRODUCTO

Distributividad: © - (y + z) =z -y + - z para todo z,y, z € R.

AXIOMAS DE CUERPO ORDENADO

IV. DEL ORDEN

Tricotomia: para todo z,y € R se tiene una y s6lo una de las siguientes:

z <y, =1y 6 y<x
Transitividad: para todo z,y,z € R,siz < y ey < z entonces x < z. Es decir
r<y N y<z = r <z

V. DE COMPATIBILIDAD DEL ORDEN CON LA SUMA Y EL PRODUCTO

Consistencia de la suma: si x < y entonces x 4 z < y + z para todo z € R.
Consistencia del producto: para todo z,y,c € R,

r<y AN 0O0<c = c-x<c-y
AXIOMAS DE CUERPO ORDENADO COMPLETO
VI. DE cCOMPLETITUD

Todo subconjunto acotado superiormente, tiene una cota superior minima.
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Observacién. Un conjunto A C R es acotado superiormente si existe un M € R tal que
para todo a € A se tiene que a < M. Un tal M es una cota superior; en general si A es
acotado superiormente hay muchas cotas superiores distintas. Una cota superior minima,
en una cota superior M tal que si N es otra cota superior entonces M < N.

Nota. En este libro no haremos uso ni nos referiremos de ahora en mas a la completitud.
Sin emabargo queremos decir que el axioma de completitud puede enunciarse en otros
términos sin recurrir al orden. Por ejemplo, usando un valor absoluto o una distancia. Asi
los nimeros complejos resultan un cuerpo completo aunque no ordenado.

En diferentes textos estos axiomas pueden aparecer con enunciados ligeramente distin-
tos. Por ejemplo, a veces ademas de la existencia de un elemento neutro y de la existencia
de una identidad exigen también unicidad. O también se exige que la identidad sea distin-
ta del elemento neutro. Las siguientes observaciones muestran que estas cosas se siguen
de los axiomas tal como los enunciamos. Ademds también muestran cémo otras propie-
dades béscias se siguen directamente de ellos.

Observaciones. De los axiomas se deducen los siguientes hechos bésicos.

(1) UNICIDAD DEL NEUTRO.

Existe un tinico elemento neutro para la suma: si a y a’ son elementos neutros, entonces
a=a+dyd=d+aluegopa=a+d =da +a=d,esdecira=2d.

(2) UNICIDAD DEL INVERSO.

Existe una tinica identidad para el producto: si by V' son identidades, entonces b = b-b’
yb' =V -bluegob=>b-0'=b-b="V,esdecirb =1

Notacién. Siendo los elementos neutro e identidad tnicos, los llamaremos 0 y 1, respec-
tivamente. Luego, para todo = € R valen

r+0=z=0+=x y rl=z=1x

3) 040 =0.

Si para todo = € R se tiene que = + 0 = z, en particular si z = 0, resulta que 0 40 = 0.

4) 1-1=1.

Si para todo x € R se tiene que 1 - x = z, en particular siz = 1, resultaque 1 -1 = 1.

(5) UNICIDAD DEL OPUESTO.

Si 2’ y 2" son opuestos de x, entonces, como z + &’ = 0y z + 2" = 0, tenemos que
z+12' = v+ 2”. Sumando a ambos miembros un opuesto de z, por ejemplo 2/, resulta
que

r+2=x+2" = +@+2)=2"+(@+2"
= (@ +2)+2 =G +2)+2"
= 0+2'=0+2" =2 =2".
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(6) UNICIDAD DEL INVERSO.

Si 2/ y 2” son inversos de z, entonces, como z - 2/ = 1y x -2” = 1, tenemos que
z -2’ = x - 2" Ahora multiplicando a ambos miembros por un inverso de xz, por
ejemplo 2/, resulta que

r-2=x-2" = 2 (x-2)=2" (x 2"

/

= (¢'2) 2 =@ ) 2"

= 1-2=1-2"=2 =2".

Notacién. Siendo el opuesto de x tinico, lo llamamos —z, y siendo el inverso de z (z # 0)
también tnico lo llamamos z71. A veces también se usa la notacién equivalente fraccio-
naria 1 6 1/2. Luego, para todo = € R valen

z+(—z)=0=(—2)+z y zx =l=uz"z

(7) =0=0.
El opuesto de 0 es 0. Es decir —0 = 0. En efecto, como 0 + 0 = 0, se sigue que 0 es un
opuesto de 0; por unicidad del opuesto debe ser 0 = —0.

8) 171 =1.

El inverso de 1 es 1. Es decir 17! = 1. En efecto, como 1 -1 = 1, se sigue que 1 es un
inverso de 1; por unicidad del inverso debe ser 171 =1.

(9) 10 (si R tiene al menos 2 elementos).

La Proposicién 4.1, que probaremos mas abajo, establece que z-0 = 0 para todo z € R.
De esto se sigue que el neutro y la identidad son distintos, es decir que 1 # 0. En efecto,
sil =0y« € R cualquiera, entoncesz =z -1 =2 -0 = 0y luego x = 0. Luego, si el
conjunto R considerado tiene al menos dos elementos, entonces 1 # 0.

Puntos de vista axiomatico vs pragmatico
Existe un tinico cuerpo, ordenado y completo: R.

Ya dijimos esto. Dado que es asi, jporqué trabajar entonces axiomdticamente y no direc-
tamente en R de manera pragmatica? Un aspecto muy importante del trabajo axiomético
es que, todo lo que probemos usando ciertos axiomas serd también vélido para cualquier
conjunto de ntiimeros que satisfaga estos axiomas, es decir que entre sus propiedades estén
las descriptas por esos axiomas. La realidad es que hay muchisimos conjuntos de nameros
y muchisimos otros conjuntos formados por otros objetos matematicos que satisfacen sélo
algunos de todos estos axiomas. El trabajo axiomatico abstrae y nos permite concentrar en
las estructuras subyacentes que comparten ciertos objetos matematicos y demostrar sus
verdades de manera unificada.

Los siguientes son ejemplos de distintos conjuntos de ntimeros que satisfacen algunos
de los axiomas enunciados, pero no necesariamente todos.
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Ejemplos.

(1) Los enteros, Z, satisfacen los axiomas I-III, salvo la existencia de inversos para el pro-
ducto. En efecto, solo +1 son inversibles en Z. Por ejemplo, el 2 no tiene inverso en Z ya
que no existe ningtin a € Z que cumpla 2a = 1. Decimos entonces que Z es un anillo
(conmutativo con unidad). Ademads, los enteros estdn ordenados con < y satisfacen
los axiomas IV-V.

(2) Losracionales, Q, satisfacen todos los axiomas I-V. Es asi que Q es otro cuerpo ordenado,
distinto de R. Por otra parte, Q no satisface el axioma VI, por lo cual Q no es completo.
Por ejemplo, el conjunto {1 + % :n € N} C Q es acotado superiormente por 2, pero
no tiene una cota superior minima.

(3) Sea C = {a + bi : a,b € R} el conjunto de nimeros complejos, que estudiaremos mas
adelante en el Capitulo 7, donde i ¢ R con i? = —1. El conjunto C no tiene (ni puede
tener) un orden compatible con su suma y su producto (ver §4.6). Ahora satisface los
axiomas I, II, II, V y VI (aunque enunciado de otra forma). Entonces que C es un
cuerpo completo (no ordenado).

(4) Mas adelante veremos que existen conjuntos finitos de nimeros, denotados Z,, que
satisfacen los axiomas I-1II para cada p primo (ver Capitulo 9). Estos son los cuerpos
finitos. El mas sencillo de tales cuerpos tiene sélo 2 elementos: Zy = {0,1}. E1 0 es el
neutro y el 1 la identidad la suma y el producto estan definidos por:

0+0=0, 0+1=140=1, 14+1=0 (lanovedad!)
0-0=0, 0-1=1-0=0, 1-1=1
Es muy fécil chequear que Z; satisface todos los axiomas I-III 0
Veamos un ejemplo un poco mas novedoso.
Ejemplo f. El conjunto Q(+/2) definido en (4.3), con las operaciones de R, i.e.
(a+bV2) + (a/ +V'V2) = (a+d) + (b+V)V2,
(a+bvV2)(d' +b'V2) = (ad’ + 2b0) + (abl + a'b)V2,

satisface todos los axiomas I-III. Notar que Q ¢ Q(v/2) ya que v2 ¢ Q. Es claro que el
neutro y la identidad son

0=0+0v2 y 1=1+0V2

esdecirel 0, 1 de R pertenecen a Q(+/2) y también son el neutro y la identidad alli. Dejamos
al lector chequear que las operaciones de suma y producto asi definidas son asociativas,
conmutativas y distributivas (hecho que es consecuencia de las mismas propiedades en
R). Ademas es claro que el opuesto de = = a + bv/2 es

—x=—a+ (—b)V2
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Veamos que todo = # 0 tiene inverso. Sea x = a + bv/2, con a, b distintos de 0. Buscamos
un 2’ = d’ +V'v/2 tal que z2’ = 1, es decir (a + bv/2)(a’ + ¥'/2) = 1. O sea, queremos que
se cumpla

ad +2bb' =1 'y  ab +db=0.
(Tiene este sistema soluciéon? Un truquito que nos servird ahora y mds adelante es el si-
guiente. Definamos Z = a — bv/2 = a + (—b)+/2. Notemos que

-7 = (a+bv2)(a —bV2) = a® — 2v°.

Observar que este niimero es no nulo, asumiendo que = # 0. En efecto, si a? -2 =0
entonces a? = 2b% de donde 2 = (%)? y asi V2 = §. Absurdo, pues sabemos que V2 es
irracional. Luego, podemos dividir por este nimero y tenemos

T T

.o
a2—202 " a2 — 2p?
O sea, el segundo factor z/(a? — 2b%) funciona como inverso del primero. Luego
-1 x a (_b)
= = 2 2).
* 22 a2 At 2b2f €Q(v2)

Luego, Q(v/2) resulta un cuerpo y se tiene Q C Q(v/2) ¢ R.
Notar que el conjunto

ZIV2] = {a+bV2:a,b e Z} C Q(V2)

satisface los axiomas I-III, salvo que no es cierto que todo elemento no nulo tenga inverso.
Luego, no es un cuerpo (sélo resulta anillo conmutativo con unidad). Este conjunto hace
las veces de los enteros adentro del cuerpo Q(sqrt2). 0

En realidad, para cualquier n € N podemos definir el cuerpo

Q(v/n) ={a+by/n:a,beR}

con similares caracteristicas a Q(v/2). Si n es un cuadrado, digamos n = m? entonces es
claro que Q(y/n) = Q(m) = Q. Por ejemplo, Q(v4) = Q, Q(v/8) = Q(2v2) = Q(/2).

Estos son los llamados cuerpos cuadréticos.

4.3. Propiedades basicas de los nimeros reales

De ahora en maés trabajaremos con el conjunto de los ntimeros reales R, como mode-
lo de cuerpo o de cuerpo ordenado. Todo lo que demostremos serd valido también para
otros cuerpos o cuerpos ordenados ya que las demostraciones se basan en los axiomas
I-V. Muchos de los resultados que probaremos son propiedades de los reales bien cono-
cidas. De ahora en mds serdn propiedades bien conocidas de todos los cuerpos o cuerpos
ordenados segtin corresponda.

En este libro no usamos el axioma VI de completitud. Sus consecuencias se estudian
principalmente en Andlisis Matemitico. Sin embargo, recordamos que este axioma es muy
fuerte, ya que distingue a Q de R, por ejemplo.

La siguiente propiedad es llamada propiedad absorvente del 0.
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Proposicién 4.1. Para todo niimero real x, vale z0 = 0.

Demostracién. Tenemos que 20 = z(0 + 0) = 20 + 20. Sumando a ambos miembros el
opuesto de 20, tenemos obtenemos que

0=—20+ 20 = —20 + (20 + 20) = (—z0 + 20) + 20 = 0 + 20 = z0
como se queria ver. O

Notamos que en la demostracién de esta proposicién solamente usamos los axiomas de
la suma y la distributividad del producto. Usamos que 0 4+ 0 = 0 y que 20 tiene opuesto.
No usamos la existencia de inversos multiplicativos, no usamos el orden, ni mucho menos
la completitud.

El siguiente teorema establece cuatro propiedades fundamentales, de las cuales dedu-
ciremos directamente muchas de las propiedades aritméticas mas familiares de los reales.

Teorema 4.2. En el conjunto de los niimeros reales valen las siguientes propiedades.

(a) Propiedad cancelativa de la suma: si v +y = = + z, entonces y = z.
(b) Para todo par x,y € R, existe un tinico a tal que x + a = y.
(c) Propiedad cancelativa del producto: si xy = xz y x # 0, entonces y = z.

(d) Para todo par x,y € R, con x # 0, existe un tinico a tal que ax = y.
Demostracién.
(a) Sumando a ambos miembros el opuesto de z, obtenemos que
r+y=x+2 = —<zrH+rt+y=-z+r+2z = 04+y=04+2z = y==z
(b) Existencia: consideremos a = y + (—x). Luego
rta=z+ @+ (—xz)=(@+(—2)+y=0+y=uy.

Unicidad: supongamos que a 'y bson tales que z +a = y y x +b = y. Se sigue entonces
que x +a = x + by, por (a), resulta que a = b.

(c) Multiplicando ambos miembros por el inverso de = # 0, obtenemos que
Y =x2 = tlay=a"lzz = ly=1z = y=z.
(d) Existencia: consideremos a = yz~!. Luego
ar = (yr Nz =ylzz ) =yl =y.

Unicidad: supongamos ahora que a y b son tales que axz = y y bz = y. Se sigue entonces
que ax = bx 'y que xza = xby por el item anterior resulta que a = b.
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La demostracion estd completa. O

La hipétesis © # 0 en las dos dltimas propiedades del Teorema 4.2 son esenciales. Si
x = 0, ambas son falsas. Por ejemplo, 0 - 2 = 0 - 3 y sin embargo 2 # 3; no podemos
cancelar el 0. Esto mismo dice que 2 y 3 son 2 soluciones distintas de la ecuacién 0 - a = 0.

La unicidad de la solucién de la ecuacién z + a = y, implica en particular, tomando
y = 0, la unicidad del opuesto de x. Y la unicidad de la solucién de la ecuaciéon za = y
con z # 0, implica en particular, tomando y = 1, la unicidad del inverso.

Notacién. Dados z,y € R, al nimero = + (—y) se lo denota por simplicidad  — y y se lo
llama resta de z e y y se lee “x menos y”. Ademas, siy # 0, al nimero 2y ! que ya dijimos
se denota también %, se lo llama cociente de = e y y se lee “x sobre y”.

Hacemos notar que la “resta” y el “cociente”, a diferencia de la suma y el producto, no
son operaciones que se restringen bien a los enteros o a los naturales. Mas precisamente,
sin,m € N,n —m puedeno estaren Nysia,b € Z, a/b puede no estar en Z. Por ejemplo,
2-5¢Ny2¢Q

El siguiente corolario resume varias propiedades de los opuestos y de los inversos.

Corolario 4.3. En el conjunto de los niimeros reales valen las siquientes propiedades:

(a) —(—z) = =.

d) (-1)z = —a
(e) (—z)(—y) =y
) () =2

(9) (zy) ' =2y
(h) (-1)"t=-1

(i) (—x) = —a7!

Demostracién. Todas estas propiedades se siguen de las unicidades de los puntos (b) y
(d) del Teorema 4.2.

(a) Tanto a = = como a = —(—x) son ambos solucién de la ecuaciéon —z + a = 0. Luego
son iguales.

(b) Tenemos que (—z)+(—y)+(x+y) = (—x+2x)+(—y+y) = 0 (usando conmutatividad
y asociatividad). Es decir (—x)+ (—y) satisface la ecuacion a+(x+y) = 0, que también
es satisfecha por —(z + y). Luego son iguales.

(c) Tenemos que (—z)y + zy = (—x + z)y = Oy = 0 y andlogamente que z(—y) + 2y =
z(—y +y) =20 = 0. Luego (—x)y, z(—y) y —(xy) son todos iguales.
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(d) Como z + (—1)x = lx + (—1)z = (1 — 1)z = Ox = 0, vemos que (—1)z y —z ambos
son solucién de la ecuacién x + a = 0. Luego son iguales.

(e) Amboszyy (—z)(—y) sonopuestos de —(xy). Enefecto (—x)(—y)—(zy) = (—z)(—y)+
(—z)y = (—2)(—y +y) = (—2)0 = 0. Por lo tanto, son iguales.

(f) Como z-z~! = 1, se sigue que z es el inverso de 2~ !. Es decir z = (z71) 1.

(g) Tenemos que (zy)(z~y~1) = a7 lyy~! = 1.1 = 1 (usando asociatividad y conmu-

tatividad). Luego, por unicidad del inverso, (zy)~! = T

(h) Como (—1)(—1) = 1 (ver (f)), se sigue que —1 es el inverso de —1, es decir (—1) "1 = —1.

1

(i) Como —x~!(—z) = 271z = 1, se sigue que el inverso de —x es —z !, como querfamos

probar.

La demostracion estd completa. O

La siguiente es otra propiedad importante de los niimeros reales, y es que el producto
de ntiimeros no nulos es no nulo.

Proposicién 4.4. Para todo par de niimeros reales x e y vale que
xzy =0 & r=0 ¢ y=0

0 equivalentemente
xy # 0 & x#0 e y#N0.

Demostracién. Supongamos que zy = 0. Si z = 0 ya estd. Supongamos entonces que
z # 0. Multiplicando la igualdad zy = 0 por el inverso de x, obtenemos que »~!(zy) =
2710 = 0. Siendo z~!(xy) = (z7'x)y = ly = y se sigue que y = 0. La reciproca es
clara. O

Dado z € R, al producto de un nmero z con si mismo, z - z, lo denotamos x? y lo
llamamos el cuadrado de x.

Corolario 4.5. Para todo x € R vale que:
(@ z*=0 < x=0.
b) 22°=1 & x=16x=-1

c)xl=2x & z=16zx=-1

8

Demostraciéon. El item (a) sigue directamente de la proposicién anterior con y = z. En
(b) y (c) las reciprocas (<) son obvias. Supongamos que 2% = 1, luego 22 — 1 = 0. Usando
la propiedad distributiva, tenemos que 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) = 0. Luego,z — 1 =06
x4+ 1 =0, de donde se sigue que x = 1 6 z = —1, lo cual prueba (b). Ahora, si =z,

multiplicando por x tenemos que > = 1y luego z = 1 6 x = —1, de donde sigue (). O
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Notar que los incisos (b) y (c) del corolario anterior son equivalentes, ya que podemos
pasar de #? = 1 az~! = z y viceversa, multiplicando por 2! o por z, respectivamente.
Como notacién, es comun escribir # = +1 para abreviar que amnbos casosz =16z = —1
son igualmente posibles. Usaremos esto cuando sea conveniente.

Ya hemos probado varias propiedades aritméticas de los reales. Con éstas ya es posible
contestar preguntas y resolver problemas como los que se plentean a continuacién.

Es muy instructivo intentar resolver los siguiente problemas por uno mismo antes de
mirar las soluciones.

Problemas.

¢Es cierto que si a = b%, entonces a = b?
Si a? = b?, jse sigue que a® = b3?
Resolver la ecuacién z3 — 2z = Tz.

Calcular —(— (7 + 71 — 1) + £=7).

™

(Cuéles son todos los nimeros reales z tales que (z — a)? — 1 = 0 para un a dado?

a n b
a—b b—a

Simplificar la expresién del nimero

¢Es —(a — (—a + 1)) inversible para todo a?
(Esciertoquer +x =2 & o =07

(Cuéntos pares distintos de ntimeros reales a y b hay tales que (a + b)? = a? + b?? ;Y
para un a dado?

Soluciones.

No. No es cierto, ya que por ejemplo 32 = 9 = (—3)?. Mdas generalmente sabemos (se
sigue del Corolario 4.3) que para todo z, (—z)? = 2%, pero —x # z, salvo para z = 0.

No. Por ejemplo, 32 = (—3)?, sin embargo 3% = 27y (-3)3 = —27.

Resolver esta ecuacion significa decidir si tiene o no solucién; y, en caso afirmativo, si
es posible darlas a todas. Una solucién es un nimero real a que satisface la ecuacién,
es decir tal que a® —2a = 7a. Es inmediato ver que 2 no es solucién ya que 23 —2-2 = 4
y 7 -2 = 14. Podemos proceder como sigue.

—2r=7r & 2*-20-Tx=0 & z(2*-9) =0

Esto muestra que las soluciones de la ecuacién que nos interesa son exactamente las
mismas que las de la tltima ecuacién. La proposicién anterior implica que las solucio-
nes de ésta son las soluciones de la ecuacién z = 0 mas las de la ecuacién 2% — 9 = 0.
La primera, evidentemente, tiene una tinica solucién: z = 0. La segunda ecuacién es
equivalente a la ecuacién z? = 9. Sus soluciones son z = 3y x = —3. Por lo tanto
concluimos que la ecuacién original tiene exactamente 3 soluciones: 0,3 y —3.
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Tenemos

—(—(m+r ' =D+ E) =(r+i-1D-E -1 =
Dadoa, (x —a)*> =1siysblosiz —a = +1;esdecirz =a + 1.
Tenemos que

a n b
a—b b—a

= ala—b)"'+b0b—a)!
= ala—b)t—bla-b)t=(a-bla—b"t=1.

Tenemos que —(a — (—a+1)) = —(a+a—1) =1 —2a. Como 1 — 2a = 0 si y sélo si
a = 1/2, resulta que —(a — (—a + 1)) es inversible para todo a # 3.

Si es cierto. Si x = 0 entonces es obvio que 22 = z + 2 = 0. Si  + x = x, sumando —x
a ambos miembros tenemos x = 0.

Si tomamos a = 0, la identidad se satisface claramente para todo b. Luego hay infitios
pares que la satisfacen. Si a es dado y a # 0, entonces como (a+b)? = (a +b)(a+b) =
a? + 2ab + b? debe ser 2ab = 0; siendo a # 0 debe ser b = 0. Por lo tanto para una a
dado, a # 0 hay un tnico b, b = 0, tal que el par a, b satisface la identidad planteada.
Luego, si a, b # 0 entonces (a + b)? # a® + b2

Hemos aplicado lo que sabiamos para responder preguntas concretas.

Problema.

Supongamos que tenemos una cuadricula o grilla, como un tablero de ajedrez, pero de
tamarfio k x k, con k € N. ;Cuédntos cuadraditos mas hacen falta para pasar a una grilla de
(k+1) x (k+ 1) cuadraditos? ;Y cudntos mds para pasar a una de (k+2) x (k+2)? Yen
general, si n > a, ;cudntos cuadraditos hay que agregar para pasar de una grilla k x k a
unan x n?

Solucioén.

Comencemos haciendo un caso particular, para que resulte més sencillo. Supongamos
que k = 5, es decir, queremos ampliar la grilla de 5 x 5 cuadraditos a una de 6 x 6 y luego
aunade 7 x 7. En el primer caso,

rrro g

:

necesitamos 2 - 5 4+ 1 = 11 cuadraditos mds. En el segundo caso, podemos hacerlo en dos
etapas o en un solo paso

CIrrrrmnl

| B
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Se necesitan (2-5+ 1) 4+ (2-6+ 1) = 11 + 13 = 24 cuadritos més (ademaés de los 25
originales), si ampliamos en uno la grilla 6 x 6 o, equivalentemente, 2(2 - 5) + 4 = 24 si
ampliamos en 2 la grilla 5 x 5 directamente.

Ahora atacamos el problema en el caso de un k cualquiera, haciendo uso de los diagra-
mas anteriores. En el primer caso, para pasar de una grillade k x kaunade (k+1) x (k+1)
es claro que necesitamos agregar k + 1 + k = 2k + 1 cuadraditos.

En el segundo caso, para pasar a una grilla de (k +2) x (k + 2), necesitamos 2k + 1 para
la primer ampliacién y 2(k + 1) + 1 para la segunda. Luego, necesitamos

k+1)+ 2k +1)+1) =2k +1+2k+3 =4k +4=4(k +1)

cuadraditos en total.
Analogamente, podriamos hacer una sola ampliacién y en ese caso necesitamos

2(2k) 4+ 4 = 4k + 4 = 4(k + 1),

cuadraditos, que corresponden a la descomposiciéon de la derecha en el gréfico anterior.
Finalmente chequeamos que

(k+1)2=k+2k+1 yque (k+2)?=k>+4k+4

Es decir, hemos deducido, a partir de los gréficos, las identidades (k + 1)2=k2+(2k+1)
y (k +2)? = k? + (4k + 4), donde las expresiones entre paréntesis en la parte derecha de
las igualdades representan lo que falta para pasar de un cuadrado a otro mas grande, en
cada caso.

El caso general, i.e. pasar de una grilla & x k£ a una n x n, resulta claro después de lo
hecho. Hay que agregar

2k(n —k)+(n—k)?=n—-k)2k+(n—k)=n—k)(n—k) =n* -k
cuadraditos. Es facil chequear que k2 + 2k(n — k) + (n — k) = n2. O

La siguiente proposicién resume algunas identidades del tipo de la aparecida en el pro-
blema anterior, que son ttiles aprender a reconocer. Su demostracioén es directa y es un
buen ejercicio que ayuda a recordar estas identidades.

Notacién. Similarmente al caso del cuadrado, al producto de x con si mismo 3 veces lo

llamamos cubo de z, es decir 23 = 2%z = zax.

Proposicién 4.6. Para todo x,y, 2 € R valen las siguientes expresiones:
(a) (z+£y)? = 2%+ 22y + 9>

(b) (z+1y)3 =3+ 322y + 32y + o3

() 2 —y? = (z —y)(z + ).

d) 23—y = (z —y)(2® + 2y + y?).
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e (z+y—+2)?=2>+y*+ 2%+ 2(zy +yz + z2).

Demostracion. En todos los casos, sélo basta usar las definiciones de cuadrado (o cubo,
segln corresponda) y las propiedades distributiva y asociativa. O

Algunas de las identidades de la proposicion reciben nombres: (a) es el cuadrado de un
binomio, (c) es la diferencia de cuadrados y (e) es el cuadrado de un trinomio.

Representaciones graficas

Algunas de estas identidades de arriba (como muchas otras) pueden ser interpretadas
geométricamente de un modo sencillo pero bonito.

o Por ejemplo, el diagrama

a+b

representa el cuadrado del binomio
(a+0b)? = a* + 2ab+ b* = a® + b(2a + b),

pero también lo implica.
o Del mismo modo, el cuadrado de un trinomio se obtiene de

a+b

a+b+c

O sea,

a+b+ec
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de donde se sigue que

(a+b+¢)?=(a+b)?*+2(a+bc+c=a®>+b*+c+2(ab + be + ac).

El caso de la diferencia de cuadrados es més interesante atin. Podemos suponer que
a > b. En ese caso, consideramos un cuadrado de lado a, y dentro de éste uno mas pequefio
de lado b en una esquina, mas la diagonal uniendo los vértices de ambos cuadrados.

a

El 4rea sombreada es a® — b?. Notar que con los 2 trapecios se puede formar un rectangulo
de lados a — by a + b como sigue

(a—"0b)(a+Db)

a+b

Luego,
a? —b* = (a—b)(a+b).

Estas representaciones graficas pueden ser admitidas como verdaderas pruebas graficas
o geométricas de las identidades.

4.4. El ordende R

Pasamos ahora a estudiar propiedades de los ntimeros reales relacionadas con el orden.
Como antes, el punto de partida son los axiomas y a partir de alli estableceremos la validez
de nuevas propiedades. Esta claro que podemos usar todas las propiedades de la suma y
el producto que ya probamos. Antes de continuar definimos, usando el orden, la nocién
de positividad para los ntimeros reales.

Definicién. Un ntimero real x # 0 es positivo si 0 < =y es negativo si x < 0.
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Decir que a es menor que b es lo mismo que decir que b es mayor que a. A veces es conve-
niente (psicolégicamente), aunque no necesario, enfatizar este hecho. Por se usa también
el signo mayor >, definido justamente asi

b>a & a<b

Por ejemplo, si x es positivo, es mas usual escribir x > 0 que 0 < x, aunque matematica-
mente es lo mismo. El signo > se define en términos de < de la misma manera.

Comenzamos con una propiedad muy bésica: el 1, identidad para el producto, es un
numero positivo. ;Hay que probar esto?

Desde el punto de vista pragmatico, no. Si asumimos que hemos construido los reales
partiendo de los naturales pasando por los enteros, en ese momento habremos definido
el orden de los enteros y en ese momento habremos observado que 0 < 1.

Ahora desde lo axiomatico no es una propiedad de un conjunto nimerico concreto y
por lo tanto si debemos probarlo. En este sentido todas las propiedades que van siendo
descubiertas y demostradas sirven de ayuda para construir efectivamente algtin modelo
que satisfaga todos los axiomas, En este caso particular, en cualquier modelo deberemos
definir el orden de manera tal que la identidad para el producto sea mayor que el elemento
neutro de la suma.

Proposicién 4.7. 0 < 1.

Demostracién. Procederemos por el absurdo. Ya hemos observado que 0 # 1. Supon-
gamos que 1 < 0. Sumando —1 a ambos miembros, tenemos que 0 < —1. Luego, por
la consistencia del orden con el producto con ¢ = —1 se ve que (—1)1 < (—1)0, es de-
cir —1 < 0. Sumando 1 a ambos miembros resulta que 0 < 1, lo que contradice nuestra
primera suposicion (por tricotomia). Luego, conlcuimos que 0 < 1. O

Proposicion 4.8. En el conjunto de los niimeros reales valen las siguientes propiedades:

(@ >0 & —x<0.

b)) >0 < 271>0.

cz<y & —z>-y.
dx<yNu<v = zxzt+u<y+o.
() x<y N z<0 = xz>yz

(f) Regla de los signos:

z>0Ay>0 = zy>0.
>0 ANy<0 = 2zay<O.
r<0ANy<0 = 2zay>0.
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Demostracion.

(a) Enambos casos sumamos el opuesto. Si 0 < x, entonces sumando —z a ambos miem-
bros obtenemos que —x < 0. Reciprocamente, si —z < 0, entonces sumando = a ambos
miembros obtenemos que 0 < z.

(b) Six > 0 sabemos que x tiene inverso x ! y éste es distinto de 0 (en efecto, si v~ = 0
entonces 1 = xz~! = 20 = 0, absurdo). Luego z=! > 0 6 27! < 0. Supongamos que
z~! < 0. Entonces, multiplicando la desigualdad = > 0 por 2! resulta que zz~! < 0,
es decir 1 < 0. Esto es absurdo. Luego ! > 0.

Ahora si z7! > 0, entonces su inverso es también positivo como acabamos de probar.
Es decir (z71)~! > 0y por lo tanto = > 0.

(c) Se sigue de las siguientes equivalencias.

r<y & z—z<y—z & O<y—z
& —yY<—y+y—zr & —y< -

(d) Por un lado tenemos que x < y = z 4+ u < y + u y por otro lado tenemos que
u<v=y+u<y+v. Esdecirz+u <y+u < y+vy por transitividad se sigue que
rT+u<y+o.

(e) Como z < 0, entonces —z > 0y luego (—z)x < (—=2)y, es decir —zz < —zy. Luego
sumando a ambos miembros zx + zy resulta que zy < zx como queriamos.

(f) La regla de los signos se sigue directamente de la consistencia del producto con el
orden y del inciso anterior.

Notar que (a) de la proposicién se sigue de (e) tomando z = —1. O
Proposicién 4.9. Para todo x,y € R valen las siquientes propiedades:

(@) 22>0yx#0 < 22>0.

b) 22 +y>=0 < zx=0 e y=0.

0 0<z<y = x2<y’
dx<y<0 = z2>9°

Demostracién.

(a) Six = 0 sabemos que 02=0.Siz #0, por tricotomia z > 0 6 z < 0. En ambos casos,
por la regla de los signos, se tiene que 2 = zz > 0.

b) z? +y? = 0 es equivalente a 2> = —y?.Si z,y # 0 entonces 0 < 2y —y? < 0lo cual es
q y
absurdo. Si y = 0 entonces 22 + y? = 22 = 0 de donde x = 0. Andlogamente, si y = 0
sale z = 0. La reciproca es obvia.

118



4.4 El orden de R R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

(c) Por consistencia del orden con el producto tenemos, multiplicando la desigualdad
x < y respectivamente por x > Oey > 0, que zz < zy y que zy < yy. O sea,
2% < zy < y?. Por transitividad, se sigue que 2% < y°.

(d) Por la regla de los signos, multiplicando la desigualdad = < y respectivamente por
r<0ey <0, quexr > zyyquexy > yy. Osea, 22 > zy > y°. Por transitividad, se
sigue que 22 > y>.

La prueba estd ahora completa. O

Problemas.

¢(Para qué valores de = es (z + 2)(z — 1) positivo y para cudles negativo?

Sia,b> 0entonces (1 4+ 3) (a+b) > 2.

(Existe algtin « tal que H% =1+1?

Sia+ b =1 entonces a% + b2 > %

Mostrar que el promedio entre a y b, %2, esté entre a y b y equidistante de ambos.

Para todo par de reales positivos a y b, vale que § > 4 — %b.
Sia > 0, entonces a + % > 2.

Sia < 0, entonces a + % < 2.

Recuerde intentar resolver los problemas usted mismo y mirar la solucién para controlar
o sino le sale.

Soluciones.

De acuerdo a la regla de los signos, (z + 2)(z — 1) es positivo cuando  + 2y z — 1 son
simultaneamente positivos o son simultaneamente negativos. Es claro que z + 2 > 0
siysblosiz > —2yx —1 > 0siysélosiz > 1.Y porlo tanto x 4+ 2 < 0 si y sélo si
< —-2yx—1<0siysélosiz < 1.Porlo tanto (x + 2)(x — 1) es positivo para z > 1
0x < —2Yy esnegativo para —2 < = < 1. Notamos que (z +2)(x — 1) esOsiz = —20
r =1

Tenemos que
(% + %) (a+b) = (a'+bH(a+b)
= alatab+bla+b b=1+a b+ a+ 1
Como a,b > 0, entonces a~'b > 0y bta > 0. Luego

1+a%+bta+1>2.
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Como 1+ L = (1+a)a™, se sigue que « satisface la identidad planteada si y solo si
=(1+ a) .En part1cular tenemos que o > 0. Ahora (1 + «)? = 1+ 2a + o?, luego
a=(1+a)?siysélosil+a+a?=0.Perol +a+a?=0siysélosia= —1—a2.

Se sigue en particular que o < 0, lo que contradice que a > 0. Concluimos entonces
que no existe un tal .

Supongamos que a + b = 1. Como a? + b + 2ab > 0, entonces a* + b* > —2ab =
—2a(1 — a). Porotrolado 0 < (a — )2 =a?> —a+ ;. Luegoa(a —1) =a®> —a > —7y
—2a(1 — a) > . Conlcuimos que a? + b > 3

Notamos primero que sia = b, entonces %2 = a = b. Podemos suponer entonces que,
cambiando los nombres si es necesario, a < b. Se sigue que a + b < 2by luego que

atb < b. Similarmente se sigue que 2a < a + by que a < “F2. Ademds %2 — a = 3¢

—a="5"
a+b b—a
yb = 5.

Tenemos que (b — )* > 0. Como (b — $)? = b* — ab + %, se sigue que b* — ab > —‘%f
a? b a e ¢
y luego que 4b — 4a > — - y luego que 47 — 4 > —7. De aqui lo que se queria probar.

Tenemos que (a — 1)? > 0. Se sigue que a? — 2a + 1 > 0y luego que a* + 1 > 2a. Si
a > 0, se deduce que a + é > 2.

Tenemos que (a + 1)2 > 0. Se sigue que a? + 2a + 1 > 0 y luego que a® + 1 > —2a. Si
a < 0, se deduce que a + % < -2

Valor absoluto

El valor absoluto de un entero a, denotado por |a|, se define como a si a es positivo y
como —a si a es negativo (y |a| = 0 si a = 0). Esto permite definir la funcién valor absoluto

‘-’:Z%ZZO

definida por
a, sia >0
la| = :

—a, sia <0

Por ejemplo [0| =0, |1| = 1y | — 1] = 1. La funcién | - | es no negativa (i.e., toma valores
positivos o cero).
Las siguientes propiedades son inmediatas de la definicién:

la| =0siysélosia=0.
| —al = la.

|ab| = [al[b].

—|r| <r <|r|

la — bl =|b—al.

| |al

SallS]
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o™ = la| ™"
|a¥| = |a|* para todo k € N.

Las tltimas dos propiedades implican esta otra mas general: |a*| = |a|* para todo k € Z.
Ademas, vale la desigualdad triangular

|+ <la + 0]

y esta otra
ja— bl > [a] — [b]]-

4.5. Aritmética racional

Los ntmeros racionales admiten una representacion especial de la forma £ donde p es
un entero y ¢ un natural. Sabemos que esta representacién no es tinica. Por ejemplo el 1 se

puede representar como 1 = 2 = 2 0 como 2 con n un natural cualquiera. Ya abservamos

n o__ -1
antes que .- =nm"™ .

A continuacién mostramos las conocidas férmulas para la suma y el producto de nime-
ros racionales y otras identidades ttiles para hacer aritmética usando esta representacion

de los ntimeros racionales.

Una vez méas decimos que la fraccion % es una notacién para el ntimero ab~! y por
lo tanto uno puede elegir la forma que le resulte mas conveniente en cada situacién. En
un contexto donde la notacién de fracciones es natural, como en el conjunto de nimeros

racionales por ejemplo, resulta ttil conocer algunas identidades aritméticas expresadas
en términos de fracciones.

Probucto
a c_ac
b d bd
En efecto,
% : 2 =ab led ! = acb td 7t = ac(bd) ! = %.
SumMaA
a n [ ad + cb
b d  bd
Tenemos,
a ¢ -1 -1 1 -1 1,1 _1,-1_ ad+ch
—+- = ab  Hed =ab dd+cd b b= (ad+cd)d b = .
b d bd
OruEesTO

El opuesto de 7 es
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Notar que

a —a_a+(-a) 0
b b b b

Luego %a es el opuesto de %. Ademas

= (—ap ! =a(=b") =a(-b) " = =
INVERSO
Elinverso de 7 es
(&) -1t
b - % a
En efecto,
1 1 b
1 O A B S AT S PR
=g =@ =) ==

Ejemplo. Tratemos de simplificar la expresién - (14 a). Usando fracciones tenemos

1
a

Hﬁ-(l—Fa): -(a+1):7a-(a—|—1):—a

atl a+1

a

Ahora, usando la notacién con exponentes tenemos

-1
oI (I4+a) = (-DA+a ) a+1)=(—aaH(1+a ") (a+1)
— —ala(l+aM)) a+1) = —ala+1)"a+1) = —a
y obviamente obtenemos el mismo resultado. 0

Observacién. Recordemos que ¢ es una notacion para ab™!, siendo a y b reales cuales-
quiera con la tinica restriccién de ser b # 0. Asi, las identidades que mostramos mads arriba
entre “fracciones” son validas no sélo para racionales sino para fracciones de cualquier
tipo.

4.6. Cuerpos, cuerpos ordenados y cuerpos completos

Si de la lista completa de axiomas de los ntiimeros reales, consideramos sé6lo algunos
de ellos, entonces aparecen otros conjuntos de nimeros, distintos de los reales, que los
satisfacen.

Un primer ejemplo de esto, es el de los nameros racionales, que satisfacen todos los
axiomas de los reales salvo el de completitud. Otro ejemplo es el de los ntimeros comple-
jos, que satisfacen todos los axiomas de los reales salvo los del orden. (En este caso, hay
que enunciar de otro modo el axioma de completitud, usando el valor absoluto en vez del
orden.)
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Dado un conjunto de ntimeros con una suma y un producto, y posiblemente con un
orden, segtin sea el conjunto de axiomas que satisface recibe distintos titulos.

Un cuerpo es aquel conjunto de ntimeros que sartisface los axiomas de la suma y el
producto de los ntimeros reales. Algunos ejemplos de cuerpos son R, Q y C; también hay
cuerpos finitos y hay una infinidad de ellos entre Q y R.

Un cuerpo ordenado es aquel conjunto de ntimeros que sartisface los axiomas de la suma
y el producto de los ntimeros reales y los del orden. Algunos ejemplos de cuerpos orde-
nados son R y Q. Los ntimeros complejos C no son un cuerpo ordenado. (Vimos que en
un cuerpo ordenado como R, los cuadrados son positivos. Luego i? deberia ser positivo;
pero i2 = —1 que debe ser negativo pues la identidad 1 debe ser positiva.)

Un cuerpo completo es aquel conjunto de ntiimeros que satisface los axiomas de la suma
y el producto de los niimeros reales y el axioma de completitud (convenientemente enun-
ciado). Ejemplos de cuerpos completos son R y C. En cambio Q no es un cuerpo completo.

Un cuerpo ordenado y completo es aquel conjunto de ntimeros que satisface todos los axio-
mas de los ntimeros reales. Un ejemplo es R y como ya dijimos es el tinico ejemplo! (salvo
equivalentes).

Finalmente queremos hacer notar que si consideramos un conjunto pequefio de axiomas
aparecen otros conjuntos de nimeros muy distintos que los satisfacen. Por ejemplo, si solo
consideramos los axiomas de la suma y del producto, salvo el de existencia de inversos,
entonces el conjunto de los enteros los satisface.

El siguiente cuadro resume los ejemplos comentados.

‘ cuerpo ‘ ordenado | completo

Q v v X
R v v v
C 4 X v

4.7. Ejercicios y problemas

Fragmento de “Arithmetic”, de Carl Sandburg (EEUU, 1878-1967)

Arithmetic is where the answer is right and everything is nice and you can look out of
the window and see the blue sky - or the answer is wrong and you have to start over
and try again and see how it comes out this time.

Ejercicios

Ejercicio 4.1. Calcular en varios pasos observando las propiedades que justifican cada
paso:

1) ((3v/3) - 1V3) + (2y/3) - 3v3) + (/3] - 2V3))

1 1 1
T A C R e e e
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1 1 1 -1
© ((\/i+1)+(\/§+1)2+(\/§+1)3) (V2+2)

Ejercicio4.2. Dados a, b € R, encontar expresiones méas simples de los siguientes niimeros
reales.

@) —a7 (= o))+ (— (~ () )
ba A
o (2
(1 +1 /a>
€)
Ejercicio 4.3. Sabiendo que 3 < m < 4 determinar si el siguiente nimero es positivo o

negativo:

F+(7T—1)<7T+§>

Ejercicio 4.4. Decir, justificando, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

41 —7) + -

(1) Paratodo a # 0, si 1 + a es positivo, entonces 1 — a es negativo.

(2) Existen al menos 3 nimeros reales distintos a tales que 1 + a es positivoy 1 — a es
negativo.

(3) No hay ningtin ntimero real 7 tal que 7% — 1 es negativo y 27 + 1 > 2.

Ejercicio 4.5. Escribir al nimero 1 como:

(1) Producto de 3 niimeros distintos, al menos uno negativo.
(2) Suma de 3 ntimeros, al menos uno mayor que 2.
(3) Suma de 3 productos en los que al menos un factor sea un natural primo.

Ejercicio 4.6. Justificar a partir de las propiedades bésicas de los reales la validez de las
siguientes afirmaciones (bien sabidas).

(1) 0+0=0y1-1=1.
2 a=bsa—-b=0.
@B)l=1"1y-1=(-1)"4L

Ejercicio 4.7. Justificar a partir de las propiedades bésicas de los reales la validez de las
siguientes afirmaciones (bien sabidas). Recordar que si b # 0, 7 denota al ntimero real
ab~ L.

b
1) - =0b.
M ;
(2) Sib;é();éd,entonces%:E@ad:bc.
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-1
(3) Sib#0+#d= <Z> :i

4) Sib#£0#d=

alo| @
o

(5) Si0<ay0<bentoncesa <be bt <al.

6) a+a=0=a=0.

(7) a #0=a®>0.

Ejercicio 4.8. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar.
(1) 22 =z, Vr € R.

(2) 2% = r paraalgtn x € R.

(3) Siaybsonreales, a < b< a? < V2.

(4) (a+0b)?=a%+b*Va,beR.

Ejercicio 4.9. Hallar varios pares de ntimeros a, b que verifiquen la siguiente desigualdad
y varios pares que no la verifiquen. (Ayuda: buscar probando)

<a+%)<b+%) > ab.

Ejercicio 4.10. Dados a,b, ¢ € R probar que siempre vale que:

) a_—a_ a —a _a
@) Slb;é0:>—g——b —_by—_b b
. a ¢ adxbc
(2)Slb7é07éd:>gj:&— vl
) a/b  ad
(3) Slb,C,d?é(]:}C/id—E.

c a:l:b_c:l:d

. a ¢
(4)Slb;é07édyg—d:> 2 7

OsservaciON: Como a, b, ¢ son reales cualesquiera, no necesariamente enteros, las fraccio-
nes que aparecen no son necesariamente ntimeros racionales. Las propiedades probadas
generalizan las correspondientes de la aritmética racional.

Ejercicio 4.11. Analizar la veracidad de las siguientes proposiciones.
(1) aeR,a>0<xa®>0.
() a,beR,a?> =b* = a® =1>.

(3) a € R, a® < 1 entonces —1 < a < 1.
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Problemas

Problema 4.12. Probar las siguientes afirmaciones justificando cada pasos e identificando
el método de prueba utilizado.

(1) Sia # b= a?+b*>>0.

(2) Si0 <ayO0 < bentonces a < b < a? < b2.

(3) No existe un ntimero real z tal que 2% + 1 = 0.

Problema 4.13. Analizar la veracidad de las siguientes afirmaciones.
1) Jz,3z+ -2 = -4z + 1.

() I, 2>+ +1=0.

(3) Vx, 22 +3x+1=0.

4) (Fz):z=—=.

(5) (Vx): Iy, v =y

Problema 4.14. Analizar la validez de la siguiente demostracion.

Teorema: Si a € R entonces a = 0.

Demostracion: a*> = a*> = a®> —a® = a> —a®> = (a — a)(a + a) = a(a — a) =
at+a=a=a=0.

Problema 4.15. Probar lo siguiente.

_ 4b

(1) Sia,b € R, entonces ¢ > i

(n) Sia,b,c,d € R, entonces (ab + cd)? < (a? + ¢2)(b? + d?).
(n) Six,y,z € Ry, entonces (z + y + z)(% + % + %) >9.
(tv) Siz,y € Rson positivos, con z < 1 < y, entonces xy + 1 < z + y.
Problema 4.16. Probar lo siguiente.
(1) Dados z,y,a € R,z <y, valex < ar+ (1 —a)y <ysiysdlosi0 < a < 1.
() Siademds z < z < y, entonces existe« € R, 0 < o < 1, tal que z = ax + (1 — a)y.

Problema 4.17. Decidir si la desigualdad

a2+b2> a+b\2
2 =\ 2

es valida en los siguientes casos:
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() a,b>0, (m) a,b <0, (m) a <0 <.
Problema 4.18. Sabiendo que /2 es irracional, mostrar que:

(a) Existen pares de ntimeros irracionles cuyo producto no es irracional.
(b) 1+ V2 y1l-— V/2 son irracionales.

(c) Existen pares de niimeros irracionales cuya suma no es irracional.
(d) V/2/2 es irracional.

(e) Existen irracionales cuya suma es irracional.

(f) V//2 es irracional.

(g) Existen irracionales cuyo producto es irracional.

Problema 4.19. Probar las siguientes afirmaciones justificando los pasos que realiza e
identificar el método de prueba que utiliza.

() Si0# a € R= a’>+ % > 2. Probar que vale la igualdad siy sélosia =10a = —1.
(m) No existe ningtin z € R tal que z < 2z Vo € R.

(m) Sia,b€R,a,b>0yab=1,entonces a+b > 2. Probar que vale la igualdad si y s6lo
sia=b=1.

Problema 4.20. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(1) Existen a,b € R tales que #b = é + %

@m E-1)(E-1)=1Va,b>0talquea+b=1.
a b q

(m) z?

= x para exactamente un x € R.

() (a+0b)? > a?+b? Va,b e R.

(v) Existe a,b € R tales que (a + b)* = a® + V°.

(vi) a,bER, (a+b)?=a’+b?>=a=06b=0.
: 1 _ 1

(vir) Existe a € R tal que 1 — I =

a

Problema 4.21. Analizar la veracidad de las siguientes afirmaciones.

(1) (Fz):2+622+11x+6 = (x+3)(z+1). (m) Vz, Jy # z tal que 22 = y%.
() (Vo >0):Jdytalque 0 < y < z. (v) Nz 2?2 +3x+2=0.

Problema 4.22. Probar lo siguiente.
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(1) Sia,b e Rsq, entonces ‘;—i e 7+1>0.
() Sia#0#bya+b=1 entonces (2 —1)(3 —1) = 1.
() Sean a,b,c € R positivos. Sia + b+ ¢ = 1, entonces (1 —1)(3 = 1)( - 1) > 8.

(tv) Siz,y,z € Rpositivos tales que zyz = 1,entonces z+z+y > 3(Ayuda:z =y =2 =1
o uno de ellos es mayor que 1 y otro menor que 1.)

Problema 4.23. Un subconjunto A de los ntiimeros reales se dice convexo si para todo par
de elementos z,y € A,z < y,y todo z € R tal que z < z < y se tiene z € A.

Decidir si los siguientes subconjuntos de R son convexos:
(1) {z eR: 2% <4} (m) {z € R: 2% > 12}.

@ {r eR:2? <12} () {z eR:2® <z}
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Capitulo 5

Numeros naturales y el principio de
induccion

“Dios hizo los naturales; el resto es obra de los hombres”
Leopold Kronecker, matemdtico prusiano (1823 —1891)

5.1. Numeros naturales

Los ntimeros naturales son los ntimeros que usamos para contar:
N={1,2,3,4,5,...}

Todos sabemos sumar y multiplicar naturales y dados dos sabemos cudl es més grande.

5.1.1. Los axiomas de Peano

Los niimeros naturales tienen una propidad fundamental: existe la nocién de “siguien-
te” o “sucesor”. Todo natural tiene un sucesor, el sucesor de n es n + 1. Ademés se tiene
que:

El 1 no es sucesor de nadie, y es el tnico natural asi.
Dos naturales distintos tienen sucesores distintos.

Si K es un subconjunto de N que contiene al 1, tal que el sucesor de cualquier ele-
mento de K estd en K, entonces K = N.

Las dos primeras son muy claras. La tercera requiere algo de reflexion.

Estas son propiedades basicas de los naturales tal como los concemos. Ahora bien, estas
propiedades caracterizan al conjunto de niimeros naturales, tal como los axiomas de los
reales (§4.2) caracterizan a los reales. Es decir, si imponemos estos axiomas a un conjunto
N de ntimeros con una nocién de sucesor, el conjunto N serd (equivalente a) el de los
ntimeros naturales.
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AXIOMAS DE LOS NUMEROS NATURALES

N1. Existe un tinico elemento en N, que llamamos 1, que no es el sucesor de ningtn
otro elemento.

N2. Dos elementos distintos de N tienen sucesores distintos.

N3. Si K es un subconjunto de IV que contiene al 1, tal que el sucesor de cualquier
elemento de K estd en K, entonces K = N.

Nota. Estos son los axiomas de Peano.

Observacién. Podemos pensar en la funcién sucesor s : N — N que a cada n € N le asigna
su sucesor. En términos de s, el axioma N1 dice que no existe n € N tal que 1 = s(n), es
decir 1 ¢ Im (s), mientras que el axioma N2 dice que s es una funcién inyectiva.

La suma en N se define a partir de la funcién s empezando con:
n+1=s(n)

Ahora
n+2=m+1)+1=s(n+1)=s(s(n) =s*(n)

En general, tenemos que

n+m=s(s(---(s(n))--)) =s"(m)
—_———

Notar que s™(m) = s™(n) y que como s(n) + 1 = s(s(n)) = s(n + 1) tenemos

s(n+m) =s(n)+m=s(m)+n=s(n+m)=s(n)+sim)—1

5.1.2. Los naturales y los reales

Recordamos que los reales se construyen a partir de los naturales y que la suma y el
producto de reales tembién se construyen extendiendo las operaciones de los naturales

A continuacién mostramos cémo una propiedad de los naturales como subconjunto de
los reales se sigue directamente de las propiedades del sucesor. Es un primer ejemplo de
muchas demostraciones que haremos de la misma indole. De hecho, este método tiene
nombre: induccién matematica.

Mostramos que todos los naturales, como nimeros reales, son todos positivos. Dado
que esto no tiene nada de novedoso, el hecho de que hagamos una prueba de ello puede
resultar confuso. Vale la pena pensarlo de la siguiente manera.

(Como debemos definir el orden de los nlimeros reales, para que resulte un cuerpo
ordenado? En el contexto de cuerpo ordenado, vimos que 0 < 1; es decir que la identidad
del producto debe ser positiva. Ahora nos preguntamos si el resto de los naturales deberan
ser todos positivos o si podrian haber algunos negativos. La respuesta es no. Deben ser
todos positivos; no hay ninguna otra elecién posible.
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Comencemos con un argumento simple, aunque no suficientemente riguroso. Ya hemos
probado que 1 > 0; luego, el sucesorde1,2=1+1>1+0=1>0;ahora3 =2+1 >
140 =1 > 0. Asisucesivamente podriamos mostrar que todos los naturales son positivos.
Este argumento es intuitivamente correcto, aunque a priori tiene una deficiencia. A partir
de haber probado que 1, 2 y 3 son positivos deducimos que todos los naturales lo son.

Pregunta. ;Cémo probamos esto de manera rigurosa para todos los naturales?
Respuesta. Usando el axioma N3.

Proposicién 5.1. Sin € N, entonces n > 0.

Demostracién. Consideremos el subconjunto de ntimeros reales K de todos los naturales
positivos:
K={neN:n>0}
Queremos ver que K = N. Para esto usamos el tercero de los axiomas de los ntimeros
naturales.
Como 1 > 0, entonces 1 € K. Ademéssin € K, es decir si n > 0, su sucesorn + 1 >

0+1=1>0,yporlo tanto s(n) = n+ 1 € K. Se sigue entonces que KX = N como
queriamos. O

Corolario 5.2. Sin € N, entonces, su opuesto, —n ¢ N.

Demostracién. Sin € N,n > 0;luego0 =n + (—n) > 0+ (—n) = —n,esdecir —n < 0y
por lo tanto —n ¢ N. O

El conjunto de ntimeros enteros, Z, esta formado por los naturales, sus opuestos y el
cero,
Z=-NU{0}UN

donde
—N={-n:neN}={m: —-meN}

El conjunto de los enteros tiene una estructura aritmética mas rica que el de los natura-
les. El opuesto de un entero es un entero, mientras que el de un natural no lo es. Asi, la
suma de un entero a més el opuesto de otro b, es siempre otro entero. Es decir,

a,beZ = a—-bel

En general, a la suma de un ntimero real z mds el opuesto de otro y, se la llama resta de
x e y. Asi, hemos observado que la resta de enteros es entera. Esto no es cierto para los
naturales; es decir, la resta de dos naturales puede no ser natural. Precisamente tenemos
la siguiente proposicién.

Proposicion 5.3. Dados a,b € N, a —b € Nsiysolosia > b.

Demostraciéon. Sia — b € N, entonces a — b > 0y luego a > b. Reciprocamente, si a > b,
entonces a — b > 0y como a — b € Z concluimos que a — b € N. o
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5.2. Induccion matematica

El principio de induccién es un método de prueba muy poderoso usado en toda la mate-
matica. Se aplica a familias infinitas (indexadas por N) de enunciados dados en forma de
lista. En esta seccién veremos el principio basico y algunas de sus variantes mas usadas,
como la induccién corrida y la induccién fuerte entre otras.

5.2.1. El principio bdsico

La idea detras de la induccién es la de mostrar que la validez de cada enunciado de la
lista se sigue de la validez del anterior. Asi, sélo basta disparar el proceso en el punto de
partida para desencadenar una reaccién en cadena que probaré la validez de todos los
enunciados de la lista. Por ejemplo, para probar que:

vneN, 2" >n

el principio de induccién es muy adecuado. Para un ntimero natural dado, comon = 1,
la proposicién dice que 2 = 2! > 1y paran = 5 dice que 32 = 2° > 5. En cada caso
podriamos hacer una prueba particular, pero esto no es suficiente si queremos probarla
“para todo n”.

Sin saberlo, ya hemos hecho una prueba “por induccién” cuando probamos que todo
natural es positivo. Esa prueba se basé en el tercero de los axiomas de los naturales y éste
es el que permite formular el siguiente teorema.

Teorema 5.4 (Principio de induccién).
Sea P(n) una funcion proposicional, con n € N. Si valen

(1) P(1) es verdadera y,

(1) asumiendo que P(k) es verdadera para un k € N arbitrario se deduce que P(k + 1) es
verdadera,

entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Demostracién. Consideremos el conjunto
H ={n €N : P(n) es verdadera}

Por definiciéon, H C N. Basta entonces probar que H satisface el axioma N3 y asi H = N,
se donde se sigue que P(n) es verdadera para todo n € N.

Ahora

(1) 1 € H, pues P(1) es verdadera por hipétesis;

(m) Si k € H, es decir que P(k) es verdadera, entonces de la segunda hipétesis se
sigue que P(k + 1) es verdadera y por lo tanto k + 1 € H.
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Luego H = N como queriamos ver. O

La conclusion del teorema dice que todas las (infinitas) proposiciones P(n), con n un
natural, son verdaderas. Sin el principio de induccién, para probar tal cosa, habria que
encontrar una demostracién para cada instancia o una demostraciéon independiente de n.

Esta herramienta es efectiva pues reduce en general el trabajo a realizar ya que para
probar una instancia dada, digamos P(k + 1), podemos asumir la validez de P(k), que
muchas veces es algo muy cercano a lo que se desea probar. Este paso de una demostracion
por induccién, se llama paso inductivo 'y P(k) es la hipétesis inductiva. No debemos olvidar
que para completar, o mejor dicho para empezar, una prueba por induccién debemos
probar separadamente la primera instancia de P, es decir P(1). Este es el paso inicial.

Veamos como funciona.

Ejemplo. Para todo n natural, 2" > n.

Demostracion. Es facil ver que para los primeros naturales esto es cierto y no es dificil
convencerce de la validez de la afirmacién.

n\1234567 8 9 10
"2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

Sin embargo, para que sea aceptada como verdad matematica, debe ser demostrada rigu-
rosamente, més alla de todos los indicios a su favor. Hagamos una prueba por induccién.
Paso iNiciaL: P(1) es verdadera, ya quesin =1, 2" = 2l=2>1=n.

Paso npucTivo: Asumimos que P(k) es verdadera, es decir que 2¢ > k y demostramos
a partir de ésto que P(k + 1) es también verdadera; es decir que 2¥*! > k + 1. Tenemos
que 21 = 2. 2% y por hipétesis inductiva, se sigue que 2- 2% > 2.k = k+ k; como k > 1
resulta que k + k > k 4+ 1. Por lo tanto

okt — 9.9k S 9 k=k+k>k+1

como querfamos probar. Luego, como vale P(1) y, dado cualquier k£ € N, P(k) verdadero
implica P(k + 1) verdadero, se tiene que P(n) es verdadero para todo n € N. 0

Ahora veamos un ejemplo tomado “prestado” del andlisis, para quienes ya conocen el
concepto de derivada de funciones.

Ejemplo. Sea f(z) = sen(z). Veamos que la férmula para la derivada n-ésima de f estd
dada por

F) () = sen (z+ %)
Sea P(n) la férmula que queremos probar £ (z) = sen(z + ).

Paso INicIAL: Para el paso inicial tenemos que f’(z) = sen’(x) = cos(z). Y la féormula
nos da

(1)(x) = sen(x + §) = sen(x) cos(5) + cos(z) sen (3 os(x)

)=
donde hemos usado la férmula del seno de una suma y que cos(g) =0ysen(§) = 1.
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Paso mpuctivo: Para el paso inductivo, supongamos que vale P(k), i.e. f*)(z) =
sen(z + *T), para k € Ny veamos que vale P(k + 1), i.e f*+D(z) = sen(z + @)
Por un lado, usando que la derivada (k + 1)-ésima de f(z) es la derivada de f*)(z) y la

hipétesis inductiva, tenemos
FED (@) = (fP)(2)) = sen(z + &)’ = cos(w + &)
Por otra parte, usando la férmula para el coseno de una suma,
sen(x + @) = sen((z + %’r) +7)
= sen(z + &%) cos(Z) + cos(z + ) sen(%) = sen(x + )
Luego, el paso inductivo vale y por lo tanto la férmula para la derivada también. 0

Nota. Unabuena forma de pensar en la induccion es a través de la siguiente alegoria. Pen-
semos que tenemos infinitas fichas de doming, tantas como ntimeros naturales. Pensemos
que cada una de las propiedades P(n) representa una ficha de dominé D,, y que todas
estan colocadas en fila a la misma distancia, menor que la altura de las fichas. Pensemos
que probar que P(n) “vale” equivale a que la ficha correspondiente a D,, se “cae”. Luego,
probar que P(n) vale para todo n, es equivalente a ver que todas las fichas se caen.

gsaiiif 111

En estas condiciones, para asegurarnos de tirar todas las fichas de domind, necesitamos
dos cosas:

que si se cae una se caiga la siguiente (es decir, P(k) verdadero implica P(k + 1)
verdadero);

que se caiga la primera (P(1) verdadero) y dispare la caida en cadena del todo el
resto.

La primera condicién sobre los dominds es el paso inductivo y la segunda condicién es el
paso inicial.

Coémo evitar errores comunes en el uso de la induccién

En las pruebas por induccién es imprescindible llevar a cabo la prueba del paso inicial
y la prueba del paso inductivo. Ademas, hay que asegurarse que el argumento usado en
el paso inductivo, efectivamente es valido para cualquier £ € N. Hay afirmaciones falsas,
que dependen de n, para las cuales vale o bien la primera instancia o bien el paso inductivo
(pero no ambas!).
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Por ejemplo, consideremos las afirmaciones
P(n) : n—1espositivo para todo n € N;
Q(n) : n*=n>paratodon € N.
Evidentemente ambas son falsas. Sin embargo, para P el paso inductivo funciona pues

n—1> 0implicaquen = (n —1) +1 > 1 > 0;y, para @, la primera instancia funciona
pues 12 = 13,
En muchas pruebas por induccién el paso inicial es sencillo y la dificultad est4 en el paso

inductivo. Esto no quiere decir que si el paso inductivo es dificil y uno logra probarlo, esto
sea suficiente.

Consideremos ahora la siguiente afirmaciéon que da una férmula para la suma de los
primeros n naturales.

R(n) : 14243+ +n=$(2n+1)

Paso npucTivo: Supongamos que R(k) vale para k € Ny veamos que R(k + 1) también
vale. Calculemos entonces R(k + 1). Por hipétesis inductiva

14243+ +k+(k+1)=302k+1)*+ (k+1)
Luego queremos ver que
T2k + 1)+ (k+1) = 2(2(k+ 1)+ 1)°
Ahora, por un lado tenemos que
FRk+1)°+ (k+1) = 24> + 4k + 1) + (k + 1) = $(4k* + 12k 4 9)
y por otro lado tenemos que
22k +1)+1)* = L(2k + 3)% = L(4k* + 12k + 9)
Por lo tanto hemos probado el paso inductivo.

A pesar de haber superado el paso inductivo, la afirmacién el falsa. Por ejemplo la suma
1+2+3=6ylaférmulaevaluadaenn =3da 3(2-3+1)> = 2 =6 + §. El paso inicial
sin embargo no vale, pues R(1) es 1 = 3, que es falso. (Si valiera, entonces la afirmacién
deberia ser cierta!) Amazing!

Analicemos ahora la siguiente afirmacién, parala cual el primer caso es evidentemente
verdadero.

S(n) : En cualquier grupo de n personas, todas son de la misma altura.

Veamos que para todo conjunto de n personas, todas tienen la misma altura h.Sin =1,
ésto es claro. Ahora supongamos que esto es cierto para todo conjunto de k personas y
demostrémoslo para todo conjunto de k + 1 personas. Dado uno de éstos, retiramos a una
persona cualquiera, quedando un conjunto de k. Por hipétesis inducitva, estas k personas
son todas de la misma altura. Pero esto vale para cualquier conjunto de k personas. Lue-
go, si consideramos un nuevo conjunto de k£ personas, intercambiando a la persona que
retiramos con una cualquiera de las k personas del primer conjunto, concluimos que la
persona retirada al principio también tiene altura h, igual que el resto, con lo cudl jtodas
tienen la misma altura!

Siendo la afirmacién falsa, la prueba es incorrecta. ;Dénde est4 el error?
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5.2.2. Induccién corrida

Veamos a continuacién un ejemplo parecido a uno ya visto, que aunque similar a este,
no permite el uso del principio de induccién tal como lo conocemos. Sin embargo se ob-
serva que ambos ejemplos comparten algo fundamental que nos conducird a enunciar un
principio de induccién méas amplio.

Ejemplo. Consideremos el enunciado: Para todo n natural, 2" > 2n + 1.

No es dificil ver que esto no es cierto. Paran = 1y paran = 2 se afirma que 2 > 3y que
4 > 5 respectivamente. Sin embargo, para n = 3 es cierto, ya que se afirma que 8 > 7. La
siguiente tabla muestra que, a partir de 3, aparentemente es cierto.

n Hl 2\3 4 5 6 7 8 9 10
m+113 5|7 9 11 13 15 17 19 21
o |2 4|8 16 32 64 128 256 512 1024

No es posible hacer una demostracién de lo afirmado, ya que es falso. Si hubiéramos in-
tentado una prueba por induccién, no hubiéramos superado el primer paso, ya que para
n = 1 la afirmacién es falsa.

Sin embargo y a pesar de esto, intentemos el paso inductivo. Es decir supongamos que
2k > 2k+1y deduzcamos que 28+ > 2(k+1)+1. Tenemos que 2¥*! = 2.2% y por hip6tesis
inductiva se sigue que 2 - 2% > 2(2k + 1) = 4k + 2. Ahora 4k + 2 =2(k + 1) + 1+ 2k — 1,
luego como 2k — 1 > 0 para todo k natural, se sigue 4k +2 > 2(k + 1) + 1 y por lo tanto
2kl > 2(k + 1) + 1. 0

En este ejemplo hemos probado el paso inductivo pero no el primer paso. Ahora, dado
que si n = 3 la afirmacién es védlida, podriamos tomar a 3 como primer caso y gracias al
paso inductivo deducir que para n = 4 la afirmacién es valida, y luego para n = 5, etc.

El siguiente teorema describe una versién méas general del Principio de Induccién en la
cual el paso inicial no es necesariamente aquel en el que n = 1, sino otro natural cualquiera
0 atin un entero negativo o el 0.

Teorema 5.5 (Principio de induccién corrida).
Sea P(n) una funcion proposicional, con n € Zy sea N € 7. Si valen

(1) P(N) es verdadera y,

() asumiendo que P (k) es verdadera se deduce que P(k+1) es verdadera, paraun k € 7
arbitrariocon k > N,

entonces P(n) es verdadera para todon € Z conn > N.

Demostracion. Sea

H={neN: P(N —1+n)esverdadera}
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Por definicién, H C N. Si probamos que H satisface el axioma N3 resultard que H = Ny,
por ende, que P(N —1+n) es verdadera para todo n € N. Equivalentemente, probaremos
que P(k) es verdadera paratodo k > N, k € Z.

Ahora
(1) 1 € H,pues P(N — 14 1) = P(N) es verdadera por hipétesis;

() Sik € H,esdecir que P(N —1+ k) es verdadera, entonces de la segunda hipétesis
sesigueque P(N —1+k+1)=P(N -1+ (k+1))esverdaderayasik+1 € H.

Luego se cumple el axioma N3 y por lo tanto H = N, como querfamos. O

Los siguientes problemas son ejemplos en los que el Principio de Induccién corrido se
aplica con éxito.

Problemas.
¢Es cierto que 2" > n? + n + 2 para todo n natural? ;Es cierto a partir de algtn n?.
Probar que n? +n >42sin >66n < —T.

Mostrar que
(14 h)" > in(n— 1)h?
para todo natural n > 2 y para todo real h > 2.

Soluciones.

Paran = 1 tenemos 2!*! =4 = 12 + 1 4 2. Paran = 2 tenemos 227! =8 =22 + 2+ 2.
Paran = 3 tenemos 231 = 16 > 324 3+2 = 14. Veamos si es cierto que vale para todo
n > 3. Usaremos por tanto el principio de induccién corrido con N = 3. Sea k > 3
arbitrario y supongamos que vale 2**! > k? + k + 2. Queremos ver que entonces
también vale la desigualdad para k + 1, esto es

2 (k+ 1)+ (k+1)+2=Kk*+2k+14+k+3=k +3k+4
Por hipétesis inductiva tenemos
of+2 — 9. 9Ml 5 (k2 4+ k4 2) =2k + 2k +4
P+ k2+2k+4>k +3k+4

donde hemos usado que k? > k pues k > 3 (esto a su vez puede ser probado por
induccién corrida, lo dejamos como ejercicio). Luego, 2" > n? 4+ n + 2 para todo
n > 3.

Podemos pensar esto como 2 problemas. Sea P(n) a funcién proposicional n?+n > 42
con n € N. Queremos ver que P(n) es verdadero para todo natural n > 6 y para todo
natural n < —7. En el primer caso, podemos usar induccién corrida, con N = 6. El
paso inicial vale pues 6% + 6 = 42. El paso inductivo es facil también. Supongamos
que k% + k > 42 para un k > 6 entonces

(k+12+k+1= (K +k)+2(k+1)>42+2(k+1) > 42

137



5.2 Inducciéon matematica R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

pues k > 0.

Para el segundo caso, es decir P(n) para n < —7 no podemos aplicar induccién tal
como lo sabemos, pues necitamos n > N para algtn N. Para esto, multiplicando por
—1 la desigualdad, llegamos a —n > 7. Haciendo el cambio de variable

m=-n

tenemos la desigualdad en la forma deseada m > 7 y tomamos a N = 7 para la in-
duccién corrida. Sin embargo, aun nos resta hacer el cambio de variable en la fun-
cién proposicional, que queremos enunciarla en términos de m. Como n = —m,
n? +n = (—m)% + (—m) = m? — m. Luego, probar que P(n) dada por n? + n > 42,
vale para todo n < —7 es equivalente a probar que

Q(m): m?>—m>42, Ym>T.

Ahora sf, usando induccién corrida con N = 7, el paso inicial se cumple pues 72 — 7 =
42 y asumiendo que k* — k > 42 para k > 7 tenemos, por hipétesis inductiva que
(k+1)2—(k+1) =k +k>k®>—k>42.

Luego, por el principio de induccién, P(n) vale para todon > 6 y Q(m) vale para todo
m > 7, es decir, P(n) vale para todo natural conn > 6yn < —7.

El paso inicial con N = 2 vale, pues (1 +h)? = h?+2h+1y $2(2—1)h* = k> y h > 0.
Supongamos que vale (14 h)* > Tk(k—1)h?, para k > 2. Queremos ver que entonces
también vale (1 + h)F*! > %k(k + 1)h2. Usando la hip6tesis inductiva, tenemos que

(1+Rr)* = (1+n)FA+h) > Sk(k - 1)A*(1 +h)
Luego, queremos ver si 12k(k — 1)h?(1 + h) > 2k(k + 1)h?, es decir, si
(k—1)(1+h)=Fk-Dh+k—-1>k+1

oseasi (k —1)h > 2. Como esto tltimo vale para todo & > 2y h > 2, vemos que el
paso inductivo se cumple y por lo tanto hemos terminado.

Nota. Mas adelante veremos (ver binomio de Newton, §12.2) que
(1+h)"=1+nh+inn—1)E*+®

donde ® son términos de la forma ay(n) h* para 3 < k < n. Usando esto es directo
probar por induccién que el enunciado vale para todo n € Ny para todo ~ > 0.

5.2.3. Induccién fuerte
Comencemos con un ejemplo. Imaginemos que existen billetes de $4. *

Pregunta. ;Es posible pagar cualquier cantidad usando solo billetes de $4 y $5?

“Bueno, esto es mucho menos grave que “supongamos un caballo totalmente esférico deslizando por una
montafia piramidal sin rozamiento”, como hay que asumir por ahi en otras ciencias.

138



5.2 Inducciéon matematica R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

Estd claro que los montos chicos resultan dificiles. No podemos pagar 1, 2 y 3. Si po-
demos 4 y 5, pero no 6 ni 7. Ahora 8, 9 y 10 si, pero de nuevo 11 no. Sigamos un poco
mas:

12 =4+4+4 17 = 4+4+4+5
13 =4+4+5 18 = 4+4+5+5
14 = 4+5+5 19 = 4+5+5+5
15 =5+5+5 20 = 5+5+5+5
16 = 4+4+4+4 21 = 4+4+4+4+5

Parece que funcionara siempre bien, ;0 no? Para estar seguros necesitamos entender como
hacer que funcione siempre. Podriamos intentar una prueba por induccién. Sin embargo,
no estd claro como escribir a n + 1 como suma de cuatros y cincos sabiendo cémo hacerlo
con n.

En cambio es més claro que para escribir al 18 como suma de cuatros y cincos es més
atil ir para atrds hasta el 14 y sumarle un cuatro mads o ir hasta el 13 y sumarle un cinco
mads. Asi tenemos que

18=14+4=(44+5+5)+4 ¢ 18=13+5=(4+4+5)+5.
Entonces, para escribir n + 1 como suma de cuatros y cincos consideramos
(n+1)—4=n-3,

que ya sabemos escribir como suma de cuatros y cincos y le agregamos un 4 mas. Esto
funciona perfectamente a partir de n = 15.

Hemos probado lo que queriamos de manera inductiva, haciendo uso de que conoce-
mos para n — 3 lo que queremos probar para n + 1. Esta claro que esto difiere de lo que
aprendimos como método inductivo, en el que hacemos uso de que conocemos para n lo
que queremos probar para n + 1. Sin embargo, esto también funciona.

El siguiente teorema asegura que lo que hemos hecho es correcto. Establece un principio
de induccién mas amplio, que incluye al anterior. Su demostracion necesita del principio
de buena ordenacion que discutiremos en la Seccién 5.7. En esa seccién probaremos este
teorema.

Teorema 5.6 (Principio de induccién fuerte).
Sea P(n) una funcion proposicional, con n € N. Si

(1) P(1) es verdadera y,

() asumiendo que P(1), P(2), ..., P(k) son verdaderas para un k € N arbitrario se deduce
que P(k + 1) es verdadera,

entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Este resultado nos pone a disposicién un método de prueba mas potente que el an-
terior ya que al momento de probar el paso inductivo la hipétesis inductiva es mucho
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mas amplia. Podemos asumir como hipétesis inductiva, no sélo P (k) sino ademads todas
las instancias anteriores. En el ejemplo anterior resulté conveniente usar como hipétesis
inductiva s6lo P(k — 3).

Veamos otro ejemplo en el cudl la induccién fuerte es lo que necesitamos.

Ejemplo. Sear € R tal que r + 2 € Z. Probar que el ntimero
1
R,=r"+—¢Z para todon € N.
rn

Primero observemos que existen nimeros r tales que r + 1 resulta entero. Por ejemplo
r =167 =2+ +/3 son algunos de ellos (chequear).
Usemos el principio de induccién fuerte.

Paso NtcIAL: Sin = 1, Ry = r + 2 es entero pues asi fue elegido 7.

Paso npucTivo: Supongamos que rk %k € Z paratodo k = 1,2,...,n. Queremos

deducir que 7" 4+ —L es también entero. Tenemos que

Ry = oM ——
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Ahora, por hipétesis inductiva (fuerte) el miembro de la derecha es entero, ya que Ry,
Rj_1 y Ry, son enteros por hipétesis. Luego R,, es entero para todo natural n. 0

En el ejemplo, hemos usado que valen P(1), P(k — 1) y P(k) simultineamente, para
probar que P(k + 1) también vale.

5.2.4. Induccién generalizada {

Los enunciados de la forma “para todo n € N, vale P(n)” son los enunciados arque-
tipicos para ser probados por induccién. Vimos que enunciados de la forma “para todo
n € Nconn > N, vale P(n)” también pueden ser probados por induccién.

Queremos ahora explicar como el mismo principio de induccién se aplica para probar
enunciados que a primera vista lucen més generales que el enunciado tipico. Por ejemplo,
imaginemos un enunciado como el que sigue:

“Probar que para todo niimero real x de la forma cos(km/4), con k miiltiplo positivo de 3, la
funcion f satisface que f(x) =0.”

A pesar de aparecer un z real, la funcién coseno y una funcién f el enunciado es de la
forma:

“Para todo k miiltiplo postivo de 3, vale P(k)”, donde P(k) es “si x de la forma cos(kw/4),
la funcién f satisface que f(z) = 0.”

Los multiplos positivos de 3 no son todos los naturales, sin embargo hay un primer

multiplo positivo de 3, el 3, y hay un siguiente, el 6. Y dado uno cualquiera, digamos 3m,
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también hay un siguiente, 3(m + 1). De hecho todos los multiplos positivos de 3 son de la
forma 3m para algtn natural m.

Reescribamos una vez mas la proposcién inicial.

“Para todo m € N, vale Q(m)”, donde ahora Q)(m) es “si z = cos(3mn/4), la funcién f
satisface que f(z) = 0".
La proposicién inicial asi escrita puede ser probada por induccién.

Preguntas.
¢Qué hicimos?
(Porqué fue posible?
(Hay un enunciado general para aprender?

Respuestas.

Lo que hicimos fue reescribir la proposicién original llevandola a la forma “para todo
n € N, vale P(n)”.

Esto fue posible pues los infinitos enunciados a probar estaban dados como una lista
rotulada por los naturales. Es decir, hay un primer enunciado, un segundo enunciado,
un tercero, un cuarto, un quinto, etcétecra.

Podremos hacer lo mismo en todos los casos en los que el dominio de variable £ de
la funcién porposicional P(k) se pueda listar, con un primer elemento, un segundo
elemento, un tercero, etcétera. Basta notar que una lista como éstas no es mas que una
sucesion.

El enunciado general es el siguiente.

Teorema 5.7 (Principio de induccién generalizado).
Sea P(a) una funcién proposicional, con a € Im(ay,), donde ay, es una sucesion dada. Si

(1) P(aq) es verdadera y,

() asumiendo que P(ay,) es verdadera para un a,, arbitrario se deduce que P(a,1) es ver-
dadera,

entonces P(a) es verdadera para todo a € Im/(ay,).

Demostracién. Sea A el subconjunto de los naturales A = {n € N: P(a,,) es verdadera}.
Veamos que A = Ny asi se sigue que P(a,) es verdadera para todo n € N como debemos
probar.

Como P(a) es verdadera, se sigue que 1 € A. Ademds sin € A, P(a,) es verdadera.
Luego por hipétesis P(an+1) es verdadera, de donde se sigue que n + 1 € A. Ahora el
axioma N3 implica que A = Ny la prueba esta completa. O
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Ejemplos. Los siguientes son ejemplos de proposiciones de la forma “P(z), para todo = €
A” que podrian ser atacadas con el Principio de Induccién (generalizada). S6lo hacemos
hincapié en el dominio A de la variable de la funcién proposicional P.

(1) Todos los enteros m > 199 terminados en 99 (en notacién decimal), satisfacen la pro-
piedad P.

(2) Sin > 4 es un multiplo de 3 mas 1, entonces vale que ...

(3) Los ntimeros de Fermat ™ satisfacen ...

Observacién. Algunos casos particulares de induccién generalizada tienen nombre pro-
pio.

El principio de induccién corrida (Teorema 5.5) se sigue directamente de éste més
general tomando a,, = (n — 1) + N.

La “induccién para atrds” es otro caso de induccién generalizada en la que a,, = —n.
También podemos considerar la induccién para atras corrida, con a,, = —n—(N—1).
En este caso los indices comienzan en — N y continuan hacia atrds: — N, —-N—1, —N —
2,....

Nota. También podemos extender el principio de induccién fuerte a uno fuerte y genera-
lizado de manera analoga a lo que hicimos.

Inducciéon de Cauchy f

Existen un sinntimero de maneras de aplicar el principio de induccién. Sélo a modo
de mostrar hasta donde podemos llegar presentamos un caso de induccién segmentada.
Quiza el ejemplo mas conocido es el siguiente: la inducciéon de Cauchy.

Supongamos que tenemos que probar que P(n) es verdadera para todo n € N. Pero en
vez de tener las hipétesis inductivas usuales, tenemos las siguiemtes:

(1) P(1) es verdadera.
() Si P(n) es verdadera, entonces P(2n) es verdadera.

(mm) Si P(m+ 1) es verdadera, entonces P(m) es verdadera.

Resulta entonces que P(n) es en efecto verdadera para todon € N

Es el momento apropiado para que cada uno recorra, con lapiz y papel, los naturales
corroborando cémo deducir la verdad de P en cada una de esas instancias. Comenzando
con 1 sabemos que P(1) es verdadera por hipétesis y luego se sigue que P(2) y P(4) son
verdaderas; a partir de P(4) deducimos P(3) y podemos también obtener P(6), para luego
deducir P(5). ;Convencidos? Quizd sea buena idea avanzar un poco mds. Pero primero
una pausa...

“Los ntimeros de Fermat son los naturales de la forma F,, = 22" + 1.
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Ahora si. Para probar esto formalmente podemos usar Induccién fuerte. Es decir, basta
que mostremos que las dos hipétesis de la induccién fuerte se satisfacen para P(n) y asi
el principio de induccién fuerte nos asegura que P(n) es verdadera para todon € N
Recordemos éstas dos hipoétesis:

P(1) es verdadera.

Si P(k) es verdadera para 1 < k < n — 1, entonces P(n) es verdadera.

La primera de éstas ya fue asumida como hipétesis (1). Para verificar la segunda anali-
zamos la paridad de n. Sin es par, § esenteroy 1 < § < n, luego P(%) es verdadera y
por (1) P(n) resulta verdadera como queremos. Si en cambio n es impar, n + 1 es par y
2t < nyasi P(“L) es verdadera por hipétesis. Luego, por (1), P(n + 1) es verdadera y
por (), P(n) es verdadera como queriamos.

Ejemplo. Aca poner la cota media aritmetica vs media geometrica

5.2.5. Induccién doble i
El principio de induccién también permite probar enunciados en los que aparecen dos
variables naturales. Consideremos, por ejemplo, la siguiente proposicion:
2" (m — 1) > nm, para todo par n,m € N conm > 1.

En caso de ser verdadera, es posible probar esta proposicén por induccién. Como no hay
s6lo una variable, es necesario replantear el problema adecuadamente. Antes de mostrar
como hacerlo, nos convenzamos de que es cierto. Primero probemos algunos pares n, m.

n | m| 2" (m—-1)| nm

2 | 2 8 4 |V
3|5 64 15 | v
7| 4 192 28 |/
10 | 2 012 20 | V/
1 ]15 56 15 | v
11 | 11 40.960 121 | /
9 | 32 31.744 288 | /
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Parece que funciona bien.

Ahora probemos algunos pares maés, pero de manera maés organizada. Por ejemplo, eli-
jamos un n y para ese n elijamos varios m distintos. Luego cambiemos el n y volvamos a
elegir varios m distintos.

n|m| 2" (m—-1)| nm

2| 2 8 4 |/
215 32 10 | V/
2|8 56 16 | v/
2|15 112 30 |/
2121 160 42 | /
519 512 45 | /
5 |10 576 50 | v/
5| 11 640 55 |V
5|12 704 60 | v/
5 | 13 768 65 | v/
5| 14 832 70 |V
5| 15 896 |V

Sigue funcionando bien. Podriamos seguir experimentando, sin embargo quiza ya sea
suficiente para observar que para un n fijo, el comportamiento de 2" (m — 1) y nm es
claro. Luego quiza sea facil de probar esto por induccién.

Elijamos y fijemos entonces un n, digamos ng. Y probemos, por induccién (corrida) en
m que

2"t (m — 1) > ngm, para todo m > 1.

Si hacemos esto, como n es arbitrario habremos probado la proposiciéon para todo n 'y
para todo m (m > 1).

Si m = 2, debemos mostrar que 2! > 2n,. Esto es equivalente a 22 > 2ng y
también a 2"° > ng, hecho que ya probamos inmediatamente después de enunciar el
principio de induccién en 5.2.1.

Supongamos ahora que 2"+ (m—1) > ngm y veamos que podes deducir que 2"0 ! (m+
1 —1) > no(m + 1) también vale. Como 2"+ > ng (como ya vimos), se sigue que

2"t (m — 1) + 2" > ngm 4 ng

es decir
2"+ > ng(m + 1)

como queriamos.
Hemos terminado nuestra tarea.

Observacién. En vez de fijar un n y hacer induccién en m, también se puede elegir y fijar
un mg y hacer induccién en n. Puede ser que una de estas estrategias sea mas conveniente
que la otra.
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Nota. En este caso que hemos desarrolado, una vez elegido ny pudimos probar la co-
rrespondiente proposicién por induccién en m sin ninguna restriccién sobre ng. Esto fue
posible pues apelamos a un resultado que ya conociamos; sabifamos que 2"° > ng para
todo ng. Si no hubiéramos sabido esto, en las dos instancias del proceso inductivo sobre
m deberiamos haber usado la induccién sobre n. Més precisamente.

Para m = 2, debemos probar que 2™+ > 2n; cualquiera sea n, es decir debemos
probar que 2" > 2n para todo n y esto lo hacemos por induccién en n.

En el paso inductivo sobre m debemos probar que cualquiera sea n,
20t (m —1) >ngm = 2Tl > ng(m+ 1)
Ee decir debemos porbar que, si m > 2,
2" m—1)>nm = 2""'m>n(m+1)
para todo n. Esto también lo hacemos por induccién en n.
Proposicion 5.8. Aca induccion doble enunciada como las otras.

Demostracion. 0O

5.3. Definiciones recursivas

Iterar una operacién o un proceso es una situacion frecuente en todas las ciencias. Es
comun hacerlo en matematica y es fundamental en computacion, por ejemplo. Detras de
esto estdn los ntimeros naturales. Un proceso iterativo es un proceso inductivo: para hacer
una operacién o proceso n+ 1 veces hay que hacerlo n veces primero y luego una vez mas.

5.3.1. Sumatoriay productoria

En aritmética, podemos querer sumar o multiplicar muchos ntiimeros, no sélo dos. Su-
pongamos que tenemos n ntimeros reales x1, 2, . . . , £,. Podemos denotar a su suma como

r1+x0+234+ -+ 2y

y a su producto como

"171 'xQ'IS"‘xTL-
Ahora, ;c6mo se suman y multiplican efectivamente estos n ntiimeros? ;Cémo entende-
mos lo que hemos escrito? Si tenemos que sumar tres nimeros 1, x2 y 3, escribimos

1+ 22 + T3

“r: aca faltaria poner algunas estrategias como en [Johnson]
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y entendemos, como ya dijimos, que sumamos dos de ellos y al resultado le sumamos
el tercero, sin importarnos el orden en que lo hagamos, pues dadas la conmutatividad y
asociatividad el resultado es siempre el mismo. Més formal seria escribir

(961 + x9) + x3.

Dado esto, podemos interpretar los puntos suspensivos en las definiciones més arriba
cémo indicacién implicita de lo que debemos hacer. Comenzar sumando x1 + x2 y luego
sumar x3, etcétera. Estamos frente a una definicién recursiva o inductiva, en este caso
implicita. A veces, esto es suficiente.

De todos modos, mostramos como definir formalmente esto con una definicién recur-
siva explicita. Para esto introducimos primero nueva notacioén:

in = x1+xytx3+--+aT, (5.1)

HZCZ‘ = X1 X9 T3 Tp (5.2)

El simbolo Y se llama sumatoria y el simbolo [] se llama productoria’. Ademas I, z;
se lee “la suma de los equis-i, para i desde 1 hasta n” y [[;-, z; se lee “el producto de
los equis-i, para i desde 1 hasta n”. Esta notacién para sumas y productos es simple y
econémica por lo que resulta ttil y es entonces muy usada.

Definicién. Dados n nimeros reales x1, za, . . ., x, se definen recursivamente

n—1

1 n
Zl‘ile y Za:¢:<2$i>+xn, VHZQ
i=1 =1

=1

1 n n—1
Hxi:ml y Hzi:(Hmz)'mm Vn > 2

i=1 1=1 =1

Enla Seccién 5.5 estudiamos en detalle las propiedades de la sumatoria y la productoria.

5.3.2. El factorial

El factorial de n es el producto de todos los naturales menores o iguales que n, es decir

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1

"

* 7 . . .
¥ es la mayuscula de la letra griega sigma o , que equivale a una “s” romana, por “suma”; y [] es la

“_ 1

maytscula de la letra griega pi 7, que equivale a una “p”, por “producto”.
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Por ejemplo

=1,

2A=2.1=2-11=2
31=3.2.1=3-21=6
41=4.3.2.1=4-31=24
51=5-4-3-2.1=5-41 =120
61=6-5-4-3-2.1=6-5! =720
T'=7-6-5-4-3-2-1=7-6! =5040
81=8-7-6-5-4-3-2-1=28-7 =40320

La definicién recursiva formal es la siguiente:
Definicién. Para todo n € N se define el factorial de n, denotado n!, recursivamente por:
=1 y (n+1)!'=(n+1)n! paran>2.

Es conveniente definir 0! = 1 (més adelante veremos porqué).

El doble factorial

Muchas veces es ttil usar el doble factorial para simplificar ciertas expresiones. El doble
factorial (o semifactorial) de n, denotado n!!, es el producto de todos los naturales entre 1y
n, pero de la misma paridad que n; es decir

nll=nn—2)(n—4)--- (5.3)
Sin es par, se tiene
n/2
nll = [](2i) =n(n—2)---4-2
i=1

mientras que para n impar, se tiene

(n+1)/2

nll = H (2i—1)=n(n—-2)---3-1

=1

Por ejemplo
mM=7.5-3-1, 8Il=8-6-4-2

El factorial y el semifactorial estdn obviamente relacionados. Por ejemplo,

7!
N=7.5.-3.1= —
Mm=7-5-3 1_6!!

8I'=8-6-4-2=(2-4)(2-3)(2-2)(2-1) =2*. 4!
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En general, es claro que si n = 2k se tiene

(2k)!1 = 2F . !
y si n es impar se tiene
!
all=
(n—1)N
Luego, si n = 2k + 1, entonces vale
(2k + 1)!

de donde podemos escribir potencias de 2 en términos de factoriales y semifactoriales
2k = (2k 4+ 1)!/(2k + 1)!1k!
5.3.3. La potenciacién

Dado un ntiimero real a, podemos multiplicarlo por el mismo obteniendo como resul-
tado a - a; si al resultado lo multiplicamos de nuevo por a obtenemos a - a - a. Podemos
continuar multipicando sucesivamente por a, n veces, para obtener la potencia n-ésima de
a,

La definicién recursiva formal es la que sigue.

Definicién. Dado un a € R, para todo n € N se define la potencia n-ésima de a, denotada
a", recursivamente por:

a!=a 'y a"'=a"-a paran>2.

Propiedades de las potencias

Para todo z,y € Ry m,n € N valen

xrn—&-n — m'm . xn
xmrL — (xm)n ($ )m
(ny)n — {L’” yn

Es muy instructivo hacer la prueba de estas identidades por induccién y lo dejamos como
ejercicio.

5.4. Sucesiones definidas por recurrencia

Una sucesion de ntimeros reales es una funcién de N en R, digamos

a:N—R
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Dada una sucesioén a, en general denotamos a,, en vez de a(n) a la imagen de n por a 'y
también denotamos {ay, }nen en vez de a : N — R (es decir, identificamos la funcién con
su imagen).

Hay sucesiones que se definen, como tantas otras funciones, por medio de alguna fér-
mula. Por ejemplo, a,, = 2n? + 1.

Hay otras que se definen de forma recursiva o inductiva. En este caso, un valor dado de
la sucesién se define en término de los valores anteriores, por lo general el anterior o los
dos anteriores. En simbolos,

ap = f((ll,(lz, ce. 7an71)

donde f es una cierta funcién que depende de ay, . .., a,—1. Por ejemplo, si cada término
de la sucesién depende del anterior, si conocemos el primer valor de la sucesién, la cono-
cemos toda.

El término a,, que depende de a1, ..., a,—1, se llama término general de la sucesién y aq
se llama término inicial.

Muchas veces, dada una sucesién definida recursivamente es posible hallar una férmu-
la cerrada para el término general n-ésimo (es decir, una expresion de a,, que dependa de
n 'y no de los términos anteriores a;, 1 < ¢ < n — 1). Esto siempre es deseable por motivos
obvios. Para calcular el n-ésimo término de la sucesiéon, a,, es preferible tener una for-
mula que dependa de n, que tener que calcular a;, con este as, con este a3 y asi hasta a,,—1
para finalmente poder calcular a,,.

Ejemplos.

(1) a1 =1yay, =ap—1 +2paratodon > 2.

A partir de la recurrencia que la define y sabiendo que a; = 1, podemos calcular
sucesivamente:

a=a1+2=14+2=23, ag=as+2=34+2=25,
ag=a3+2=54+2=17, as=a4+2=74+2=09,

etcétera. Es claro que la sucesion {a, } es la sucesion de naturales impares, o sea
ap =2n—1, n>1
(compruebe esto por induccién).

(2) by =1y b, =2b,—; paratodon > 2.

Es facil calcular los primeros valores de la sucesion {by, }:
bp=2-1=2, a3=2-2=4, a;=2-4=8, a5=2-8=16,

etcétera. A partir de estos resultados podemos arriesgar que la sucesion {b, } es la de
las potencias de 2, comenzando con 1 = 2°. Mas precisamente parece ser

bn — 2n—1

(compruebe esto por induccién).
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(3) c1 =0yc, =2¢,—1 + 1paratodon > 2.

Los primeros valores de esta sucesién son:

2=2-0+1=1, c3=2-1+1=3, c1=2-3+1=T1,
5=2-T+1=15 ¢g=2-15+1=31, c¢;=2-31+1=63,

etcétera. Aunque quiza no sean suficientes los valores calculados, conjeturamos que
-1
cp=2"""—1.

(4) di =1yd, =dy—1 +nparatodon > 2.
Los primeros valores de d son:
do=14+2=3, d3 =3+ 3 =6, dy =6+4 =10, ds =10+ 5 =15,

etcétera. En este caso no es tan facil proponer una férmula para d,,. Calcular més va-
lores de d,, puede ayudar.

ds=15+6=21, d7=21+7=28, ds=28+8=36, do=36+09=45,

< . 1
etcétera. Nosotros arriesgamos que d,, = "(”; ),

(®) e1 =1ye, =ne,_1 paratodon > 2.
La sucesion e,, comienza asi:
e0=2-1=2; e3=3-2=6; e1=4-6=24; e5=5-24=120; etc.
Notamos que también podemos escribir:
eo=2-1;, e3s=3-2-1;, e,=4-3-2-1; e5=5-4-3-2-1;, etc.
Esta tiltima es la sucesion de los ntimeros factoriales, {e, } = {n!}.

Observacién. Si a la sucesion a,, le cambiamos el primer valor, es decir redefinimos ay,
toda la sucesiéon cambia, aun manteniendo la misma relacién de recurrencia para el resto
de sus valores. Si en vez tomar a; = 1, fijamos a; = 2, obtenemos la sucesién de naturales
pares. Y si tomamos a; = 3, obtenemos la sucesiéon de naturales impares mayores que 2.

En el caso de la sucesién by, si fijamos b; = 0, resulta que b,, = 0 para todo n. En cambio
de tomamos b; = 2, resulta que b, = 2" para todo n. Esta dltima afirmacion, tan clara,
requerirfa una demostracién y una por induccién parace ser adecuada. Dejamos este caso
como ejercicio para el lector.

En los casos de las sucesiones ¢, y d,, hemos afirmado que:

e =201 — 1.

n(n+1
dy, = Mt
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Probemos esto por induccién.

SucesiON {c,, }.
Por definicién ¢; = 0y 2Y — 1 = 0. Luego la férmula evaluada en n = 1 es igual a ¢;.
Ahora ¢, 11 = 2¢,, + 1y por hipétesis inductiva resulta

Chp1 =20, +1=2021—1)+1=2F-24+1=2F_1

Asi la formula evaluada en k£ + 1 coincide con ¢y 1. Por lo tanto ¢, = on—1 _ para todo
n € N.

SucesioN {d, }.

Por definicion d; =1y 1-(1+1)/1 = 1. Luego la férmula evaluada en n = 1 es igual a
di. Ahora dy+1 = d,, + (n + 1) y por hipétesis inductiva resulta

A1 = sk(k+ 1)+ (k+1) = (k+1)(5+1) = L(k + 1)(k +2)

n(n+1)

Por lo tanto d,, = == para todon € N.

Ejemplo (Torres de Hanoi). Este es un juego de mesa cldsico, solitario, inventado por el
matemaético Eduard Lucas en 1883 (también se lo conoce como torres de Brahma o torres
de Lucas). Consta de 3 clavijas y de n discos de distintos tamafios. En la posicién inicial,
todos los discos se encuentran en la misma clavija, ordenados de mayor (disco ) a menor
(disco 1) desde abajo. En la figura se muestra un juego con 7 discos.

El juego consiste en mover la pila de n discos de una clavija a otra cualquiera sujeto a
las siguientes reglas:

(1) Se puede mover de a un disco por vez (el superior de alguna pila),
(2) Ningtn disco puede ser colocado sobre otro de menor tamafio (didmetro).

Pregunta. ;Cudl es el nimero minimo de movimientos, digamos 7,, necesarios para re-
solver el juego con n discos?

Estudiemos los casos mas simples, para los primeros valores de n. Es facil chequear que
To=0,Ty =1,T5 = 3y T3 = 7. Por ejemplo, para el caso de 3 discos, la secuencia serfa

® | | o | I
@@ | | — @@ | | - | I
®®® | | ®®® | @ ®00® @@
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|
. |
®00 00 | | @@ ®©O®6 ©® 20 ®©O®O
y finalmente
] .
| | @ — | | @@
®© | ©0© | | ®@®@®

Pero, ;cudnto vale T;,? Para responder esto, primero obtendremos una recurrencia. En
algin momento, deberemos mover el dico n. Para mover el disco n, necesitamos mover
primero la torre de n — 1 discos a alguna clavija. Sabemos que el minimo ntimero de
movidas para lograr esto es T}, 1. Luego tenemos una movida para llevar el disco n de la
clavija en que se encuentra a la que esta libre y, finalmente, otras 7;,_; movidas para llevar
la torre de n — 1 discos a la posicién final arriba del disco n. En total, hemos visto que

Ty, = 20,1 + 1 (5.4)
De esta manera, tenemos los que los primeros valores de 7}, son

n\0123456 7
T,]0 1 3 7 15 31 63 127

Pareciera ser que
T,=2"-1

Ahora podemos probar esto por induccién usando la recurrencia anterior (5.4). En efecto,

el paso inicial ya vimos que vale y el paso inductivo es ahora obvio
Tpi1=2T,+1=22"-1)+1=2""1_1

De este modo probamos que el juego con n discos puede ser resuelto en 2" — 1 pasos. ¢

Nota. el acertijo de Reve es una variacién de las torres de Hanoi, con las mismas reglas,
pero usando 4 clavijas (propuesta por Henry Dudeney en 1907). El nimero minimo de
movidas para resolver el acertijo con n-discos es. .. jdesconocido! aunque se conjetura que

este nimero es i
R(n) = (Zi2i71> _ (WTH) _ n) k-1
i=1

donde k es el menor entero tal que n < @
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Otras sucesiones recursivas

Consideremos la sucesién {a,, } definida por:
ar = 3, as =, ap = 3ap_1 — 20y_2 VYN >3

Esta sucesién esta definida por recurrencia en un sentido mas amplio que las que conside-
ramos antes. En este caso la definicién del término a,, involucra los dos términos anteriores
ap—1Y an—2, y no solo el inmediato anterior, a,,—1, como antes.

Tenemos

ag3=3a3 —2a1=3:-5—-2-3=15—-6=9
as4=3a3—2a2=3-9—-2-5=27T—-10=17

a5 =3a4—2a3=3-17—2-9=51-18=33
ag =3a5 —2a4=3-33—-2-17=99—-34 =065
a7 = 3ag —2a5 =3-65—2-33=195—66 = 129

Mirando los términos de a,, que calculamos, podemos conjeturar una férmula:
anp =2"+1, paratodon. (5.5)
Pregunta. ;cémo probamos que esto es cierto?

Respuesta. jPor induccion!

Para n = 1 tenemos que a, = a1 = 3y 2" + 1 = 2! + 1 = 3. El primer paso est4
cumplido.

Supongamos ahora que ay, = 2* + 1 y tratemos de ver que entonces ay 1 = 2¥+1 + 1.
Tenemos que, por definicion de ay,, ar+1 = 3ar — 2ax—;. La hipétesis inductiva nos
dice cudnto es ay, pero no cuanto es a;_. La prueba por induccién se trabé.

Volvamos al principio. Pudimos calcular as; es cierto que para ello necesitamos ade-
maés de ap también a;. Y para calcular as usamos no sélo a3 sino también as. Esto
mismo ocurrié en todos los casos; simpre necesitamos los dos valores previos, y
siempre los tenfamos ya calculados.

Retomemos nuestra prueba por induccién volviendo a calcular a1, pero esta vez
aceptemos que ya tenemos calculado los dos valores previos y que ambos satisfacen
la férmula (5.5). Este es exactamente el contexto de la induccion fuerte. En este caso:

agy1 = 3ap — 2ap1
= 32" +1) -2t +1)
= 3.2F+3-2F_2
2.2F 41 =2F141
BINGO !! Asumiendo una doble hipétesis inductiva, completamos el paso induc-
tivo. Esto permite desencadenar el proceso en cadena, una vez que arranque. Pa-
ra arrancar, necesitamos saber que los dos primeros términos satisfacen la férmula

(5.5). Esto es asi en este caso. Por lo tanto, gracias al principio de induccién fuerte,
hemos terminado.
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Sucesiones definidas por recursiéon doble

Consideremos la siguiente funcién F' de dos variables naturales definida recursivamen-
te por una recursién doble:

F(1,1) = 2

F(m+1,n) F(m,n) +2(m +n)
Fm,n+1) = F(m,n)+2m+n-—1)

5.5. Propiedades de la sumatoria y la productoria

En la Seccién 5.3 definimos la sumatoria y la productoria. Ahora en esta seccién mos-
tramos varias de sus propiedades que permiten hacer un uso eficiente de ellas. Para ello
es necesario aprender a manipularlas como objetos en si mismas.

En las definiciones recursivas

n n—1 n n—1
i=1 i=1 i=1

=1

aparecen separados el dltimo sumando y el dltimo factor. A veces es ttil separar el primer
sumando o el primer factor y escribir

n n n n
E $i:$1+§ T Hﬂﬁi:xl'Hzi
i=1 i=2 i=1 i=2

Otras veces conviene separar un término cualquiera, por ejemplo el j-ésimo,
n n n n

E Ty =x5 + E T; H:Iii:xj‘Ha?i

=1 =1 =1 =1

i#j i#j

En algunos casos particulares, es posible calcular explicitamente y dar un resultado
conciso para la suma o el producto de los ntimeros z1, x2, ..., z, dados. Por ejemplo, si
T =x9 =+ =T, = a, entonces

n

§ : n
Ir; = na y HCL‘i:CL

=1 i

n n
Enparticular, ) 1=ny [[1=1.Siz; =1,22 =2,..., 2, = n, entonces
i=1 i=1

n
i=1 '

Con maés generalidad podemos sumar o multiplicar una cantidad finita de ntiimeros
indexada por un conjunto distinto del conjunto {1,2,...,n}. Por ejemplo,sea I = {*, o, b}
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ysean x, = 2, o = % y 2, = —1. Entonces para escribir la suma de estos 3 ntiimeros,
escribimos
el

y para escribir su producto escribimos

Hmi:w*-wa-xb:l%-(—l):—l
il

En general, si I es un conjunto finito y para cada i € I tenemos z; € R, escribimos

Z z; = sumadetodoslosz; coni e I

icl

H x; = producto de todoslos z; coni € [
i€l

También podemos sumar o multiplicar todos los elementos de un conjunto finito de na-
meros reales dado, sin necesidad de que éste esté indexado. Si X C R es finito, escribimos

Z x = suma de todos los elementos de X
zeX

H x = producto de todos los elementos de X
zeX

El orden en que hagamos la suma o el producto es irrelevante. La asociatividad y con-
mutatividad de la suma y el producto aseguran esto. Sin embargo, una demostracién for-
mal de este hecho es més engorrosa de lo que uno imagina a primera vista.

Convencién. S5i X = &, convenimos que

Z:z:zO y szl

zeX zeX

En particularsi/ =@, Y z; =0y [[z; = 1.
i€l il

Sil=1{1,2,...,n}, tenemos que
n n
E Tr; = E xT; H Ty = H Z;
i=1 icl i=1 i€l
Extendemos estas definiciones para el caso en que

I=Ja,b]:={i€Z:a<i<b}
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definiendo

i=a iel i€[a,b]

b
[z = Ilei= 11 =
i=a iel i€[a,b]

En este caso, a y b son los indices de sumacion.

b b
Convenimos también que si b < a, entonces > x; = 0y [[ z; = 1 (de hecho, esto

1=a 1=a
coincide con lo dicho previamente ya que en este caso [a, b] = @).

5.5.1. Propiedades basicas

Algunas propiedades basicas de la sumatoria y la productoria que se siguen directa-
mente de la definicién y que usaremos frecuentemente son:

Z:ci:Za:j y H:ci:ij.

iel jer iel jeI
di=1y J1=1
i€l iel

Si |I] = n, entonces Zx:nx y Hx:x”.

i€l i€l
Zawi + by; = ain + bei.
i€l i€l i€l
H%‘yz‘ = Hiﬂz Hyz
i€l il el

Los ntimeros x; a sumar no son en general arbitrarios, por el contrario la mayoria de
la veces vienen dados por alguna férmula que depende del indice de sumacién . Por
ejemplo:

Si x; = i, entonces
n

n
D ai=) i
i=1

=1

es la suma de los naturales entre 1 y n.

Si x; = 2, entonces
n n
Y wi=) i
=1 =1

es la suma de los cuadrados de los naturales entre 1 y n.
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Ahora, si queremos describir usando el simbolo de sumatoria la suma de los primeros n
impares, debemos encontrar una férmula que describa los impares entre 1 y n. Esto no es
dificil y hay méas de una manera de hacerlo:

n—1
Z 2i—-1= Z 2¢ + 1 = suma de los primeros n impares.
i=1 1=0

5.5.2. Cambios de variable

Dados un conjunto finito de indices  y un conjunto de ntimeros reales indexados por I,
digamos {z; € R: i € I}, lasuma ) ,_; x; se puede hacer de muchas maneras. Para cada
parametrizacion del conjunto I corresponde una forma de hacer la suma. Parametrizar el
conjunto / es dar una biyeccién de otro conjunto J en I, digamos o. Siendo o : J — I una
biyeccién se sigue que J e I tienen el mismo cardinal. Luego, tenemos

Z Ti = Z Lo (j)

iel jeJ

En la practica muchas veces se elije J como el conjunto {1,2,...,n}, conn = |I|. En este

caso escribimos
n n
doTi=) ()
i=1 j=1

Estos cambios también se llaman cambio de variables y son muy comunes.

Ejemplos. Veamos algunos de los cambios de variables mas usuales.

n n—1
1) sz = Z%‘H-
i=1 §=0

En este caso o(j) = j + 1. Cambian los indices de sumacién porque cambian los con-
juntosyaqueo:J — IconJ ={1,2,...,n}el ={0,1,...,n—1}.
n+1

) sz = ij—l-
=0 =1

Aquio(j)=j—1dondec:J —IconJ ={0,1,...,n—1}el ={1,2,...,n}.

(3) sz = anJrlfj-
i=1 j=1

Enestecasoo(j) =n—j+1lconJ =1 ={1,2,...,n}, pero ha sido parametrizado
de mayor a menor, siendo el primer sumando xn, el segundo x,,_; y el tltimo z;. Es

decir Z x; = 1 + x2 + - - - + T, mientras que Z Tpti—j =Tp+Tp_1+---+x1. O
i=1 i=1
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5.5.3. Sumas y productos dobles

Una situaciéon que se encuentra usualmente es la de sumar o multiplicar sobre un con-
junto de nimeros que esta descripto o parametrizado usando més de un indice.

Por ejemplo, cuando el conjunto de indices A es el producto de dos conjuntos I x J y
tenemos una familia de ntiimeros reales indexados por A, digamos {z; ; : (i,5) € I x J} y

nos interesa calcular
d mij; 6 T s

IxJ IxJ

Otro caso de interés es cuando uno de los indices depende linealmente del otro, por
ejemplo
A={(ij):a<i<bh0<j<i}

SUMAS Y PRODUCTOS RECTANGULARES

Analicemos con cuidado el siguiente ejemplo de suma rectangular y producto rectangular.
Supongamos que
A={(i,j): 1<i<8,1<j<5}

y consideremos la coleccién de ntiimeros x; ; = i con (i,j) € A. El conjunto A es el pro-
ducto cartesiano
A =1]1,8] x [1,5]

y el conjunto de ntimeros {z; ;} es

—  DIBUJO ———

Son en total 40 ntimeros; ni tantos ni tan pocos para sumarlos y multiplicarlos a todos.
Cada uno puede hacerlo como mas le guste. La suma y el producto de todos ellos es

TR | T

(i,5)€A (i,7)€A

Veamos como hacer esta suma y este producto de manera sistematica, para poder aplicarlo
a otros casos similares. El quid para hacer estas operaciones de manera eficiente y practica
estd en como organizamos la suma o el producto, en qué orden hacemos las operaciones.
De las muchas maneras de hacerlo hay algunas més convenientes que otras. Los dibujos
muestran dos maneras, muy naturales, de organizar la suma y el producto.

—— DIBUJO ——

En este caso sumamos o multiplicamos los términos de cada columna y luego suma-
mos o multiplicamos estos resultados parciales. Como en cada columna los niimeros son
iguales resulta muy fécil hacer las sumas o productos y todo se reduce la suma o producto
final.

—— Dibujo

En este caso sumamos o multiplicamos los términos de cada fila y luego sumamos o
multiplicamos estos resultados parciales. Como las filas son todas iguales los resultados
parciales son todos iguales y la suma o producto final es muy facil de calcular. Asi hay
una sola suma o producto no trivial.
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Para escribir esto debemos hacer exactamente lo que dijimos en cada caso.

e Por columnas

En el primer caso comenzamos considerando las columnas; una columna de A es el
subconjunto de puntos con una misma primera coordenada. La primera columna de A es

primera columna = A" = {(4,j) € A: i=1} ={(1,j): 1<j <5}
y la quinta columna de A es
quinta columna = A°% = {(i,j) € A: i =5} = {(5,5): 1<j <5}

En este caso sumamos cada una de las columnas, desde la primera hasta la octava, esto
es

5 5 5
D wmy=5x1=5 > m;=5x2=10, ... > @g;=>5x8=40
Jj=1 7j=1 j=1

y luego sumamos todos estas sumas parciales:
8 5
D> wij=5+10+15+20 425+ 30 + 35 + 40 = 180
i=1 j=1

Asiresulta que
8 5
(t.j)eA i=1j=1
Anélogamente

8 5
II zi=111]z = 1°x2°x3°x4° x5 x6°x7° x8
(i,j)€A i=1j=1
= 1x32x 243 x 1024 x 1875 x 7776 x 17367 x 32768

e Por filas

En el segundo caso comenzamos considerando las filas; una fila de A es el subconjunto
de puntos con una misma segunda coordenada. La primera fila de A es

primera fila = {(i,j) € A: j=1} ={(:,1): 1 <i <8}
y la tercera fila de A es
tercera fila = {(i,j) € A: j =3} ={(:,3): 1 <i<8}
En este caso sumamos cada una de las filas, desde la primera hasta la quinta, esto es
8 8 8
> wig =142+ +8=36, > mip=1424+8=36, ... Y @i5=1+2+ +8=36
i=1 i=1 i=1
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y luego sumamos todos estas sumas parciales:

i = 36 x 5 = 180

5
= 1

8

=141

Asfi resulta, como ya sabemos, que

5 8
Z l‘iyj = szi’j =180

(i.j)€A j=1i=1
Anélogamente

5

8
H xivj:HHxi,j = (I1x2x---x8)°=

(i.j)EA j=li=1
= 40320° =

En general, dada una coleccién finita de nameros {z;; : (i,7) € I x J} indexada por
un producto cartesiano I x J, es decir un rectdngulo, la suma y el producto de ellos se
puede hacer de cualquiera de las dos formas anteriores; comenzando por columnas o por

filas. Es decir
Do wmg= )Y TG =)D Ty

(4,9)eIxJ i€l jeJ jeJ ieJ
y también
[T« =T e =TT
(i,5)eIxJ i€l jeJ jedied

En particular, si la naturaleza de z; ; es tal que la dependencia en i y la dependencia en
J pueden ser separadas, digamos que

x5 = f(i)g(4)

donde f, g son ciertas funciones, entonces

S wiy = 300D 0l =3 9i) S 1)

IxJ i€l j€J jET i€l
y lo mismo para el producto.

Ejemplo. Sean z1,z,..., 7105 nimeros reales dados y sean y; j = (—1)z; con 33 < i <
1048 y 1 < j < 105. ;Cuénto vale la suma de todos los y; ;, es decir

Z Yi,j

(4,5)eIxJ

con I = [33,1048] y J = [1, 105]?
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Para evaluar la suma comenzamos sumando por columnas; asi

DITED D WCIPES SR

(4,9)eIxJ i€l jeJ el JjeJ

Ahoralasuma ), ;(~1)’ es unasumade 1’s y —1’s y como J tiene 1048 — 33 +1 = 1016
elementos, esta suma es igual a 0, siempre. Luego tenemos que

Yoo o= Y =Y z-0=Y0=0

(3,7)eIxJ el jeJ el i€l

Notar que la suma no pendende de los z;s y notar también que si comenzaramos suman-
do por filas nos encontrariamos con la suma de todos los x;’s, que no conocemos pues ni
siquiera conocemos a los x;’s! ¢

SUMAS Y PRODUCTOS TRIANGULARES

Analizamos ahora un caso de sumas y productos dobles en el que el conjunto de indices,
o dominio de la suma o el producto, es un tridngulo en vez de un rectdngulo como en el
caso anterior.

Veamos como sumar y multiplicar los nimeros del dibujo

——- DIBUJO——

El tridngulo tiene 8 nimeros en la base o primera fila y 8 en la altura o primera columna.
En total hay 36 nameros que sumar y multiplicar.

El conjunto de indices, que no es un prodcuto cartesiano, es
A={(i,j): 1<i<8 1<j<i}

y la suma y el producto que queremos calcular son
> i > @i
A A
donde z; ; = j. Entonces tenemos que
8 i 8 i
o= 3 v Q=i=]11ls
A i=1 j=1 A i=1j=1

Las sumas y productos parciales, con indice j, son las sumas y productos de las columnas.
—— DIBUJO —- Resulta que

%:mi,j:ii:j: y l}xi,j:ﬁﬁj:

i=1 j=1 i=1j=1

Ahora también podemos hacer estas operaciones comenzando por filas.
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5.6. Identidades con sumas y sumas sumables

Una vez que hemos entendido como escribir ciertas sumas, ahora nos toca sumar. Esto
es encontrar férmulas que den el resultado final de sumas largas, con n sumandos. A
pesar de que en general esto no es posible, hay algunos casos importantes que aparecen
naturalemnte en los que si es posible. En esta seccién estudiamos estos casos.

5.6.1. Suma de enteros consecutivos

Comenzamos sumando los primeros n naturales. Esto es, queremos conocer el resultado

de la suma
n

di=14243+-+n

i=1
para todo n, si es posible. Una buena respuesta satisfactoria es una férmula en términos
de n. Hagamos algunos célculos.

n=3-—3i=1+2+3=6.
i=1

4
n=4-—3i=1+2+3+4=10.
=1

5
n=5— > i=1+2+34+4+5=15
i=1
¢Hay alguna férmula que describa estos resultados? ;La podremos encontrar? Ambas
preguntas tienen respuesta afirmativa. Mientras que disponemos de la induccién como
herramienta para probar que una tal férmula es correcta, no disponemos de un méto-
do para encontrarla. A continuacién mostramos dos maneras ingeniosas de encontrar la
respuesta, que luego no tendremos problemas en probar por inducciéon.

GRAFICAMENTE

La suma 1 + 2 + 3 + 4 puede representarse graficamente como

Para contar esta cantidad de puntos agregamos un “tridngulo” del mismo tipo arriba de
modo de obtener un rectangulo de 4 x 5 puntos
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Luego, el nimero de puntos azules (tridngulo inferior 4 x 4) es igual a la mitad del namero
total de puntos, o sea % = 10.

En general, para calcular 1 + 2+ 3 + - - - + n hacemos lo mismo.

n+1

Luego, conjeturamos que 1 +2+ - + (n — 1) + n = n(n + 1).

A LA Gauss

Para calcular lasuma 14+2+3+4+4+5+6+7+ 8+ 9+ 10 de los primeros 10 naturales,
podemos hacer lo siguiente

(1+10)+2+9)+B+8)+(4+7)+(5+6)

Es decir, organizar la suma total en una suma de parejas, todas con igual suma parcial.
Para saber el resultado sélo hay que saber cudntas parejas hay, o sea, cuantas sumas de la
forma

i+ (10 —i+1)

hay. En este caso, son 5 (la primera es 1 4 10 y la tltima es 5 4+ 6) Como conclusién resulta
que la suma buscada es igual a 11 x 5 = 55.

Si hacemos lo mismo para calcular la suma 142+ - - 4 n, el resultado es igual a la suma
de cada pareja, en este caso n + 1, por la cantidad de parejas. Si n es par hay 5 parejas y
entonces resulta que

1+2+"'+n:(n+1)-%:”("2+1)

Ahora si n es impar, no podemos formar parejas con todos los sumandos; el sumando
central no tiene companero. Este es (n + 1)/2. Con el resto de los sumando se forman
(n — 1)/2 parejas. Asi resulta que

n+1)(n—1 n n+1l)(n—1)+(n+1 n(n+1
1+2+...+n:¢+%1:( J(n=D+(n+1) _ n(n+l)

2 2 - 2

Observamos que ya sea n par o impar la férmula obtenida es la misma. Esta a su vez
coincide con la obtenida graficamente.
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Nota histérica. Cuenta la leyenda, que en el afio 1787, cuando Carl Friedrich Gauss tenia
apenas 10 afios, un alboroto en el aula del colegio provocé que el maestro J. B. Biittner
enojado, pidiera a los alumnos que sumaran todos los ntiimeros del 1 al 100, creyendo que
el castigo seria tenerlos a todos un buen rato ocupados.

Al rato nomaés, Gauss se levant6 del pupitre, y le entregé el resultado de la suma al pro-
fesor: 5050. El profesor, asombrado y seguramente creyendo que su alumno habia puesto
un ntmero arbitrariamente, se dispuso él mismo a hacer la interminable suma. Al cabo
de un buen rato, comprobé que el resultado de “Carlitos” era correcto.

¢(Como hizo Gauss para resolver la suma en tan pocos minutos? Para hacer la suma
1+243+44+54+6+---4+97+98+99 + 100 observé primero la secuencia de niimeros.
Habilmente se di6 cuenta de que la suma del primero con el dltimo, el segundo con el
pem’ﬂtimo, y asi sucesivamente, era siempre la misma:

1+100=24+99=34+98=---=494 52 =50+ 51 = 101.

Luego, como entre el niimero 1 y el 100 hay 50 pares de ntimeros, solo restaba multiplicar
por 50 el resultado obtenido 50 - 101 = 5050. Bazinga!

En internet se pueden encontrar innumerables versiones distintas recopiladas de la li-
teratura de esta interesante anécdota con sus respectivas citas.

Proposicién 5.9. Para todon € N,

Zn: i = n(n2+1)

n

Demostracién. La haremos por induccién. Sea P(n) la formula ) | i = "("TH)
i=1
Paso iNIcIAL: Sin =1, 23:1 i=1y w = 1, luego coinciden.

% (o sea, P(k) es verdadero).

k
Paso mnpbuctivo: Supongamos ahora que Y ¢ =
~
Rl k+1) (k+2 Z
Queremos ver que Y i = % = L(k* + 2k + 2) (o sea, P(k + 1) es verdadero).
i=1
Luego tenemos que
k41 k

Si= (Y i)+ k+1)

i=1 i=1
Por hipétesis inductiva,
k+1

Sli=Ltk(k+1)+ (k+1) = S{k(k+1) +2(k +1)} = EEUED
=1

L ) (k42)

Por lo tanto ) i = *~——5~—— y la proposicién queda probada. O
i=1
Nota. El n-ésimo niimero triangular se define como 7,, = % Hemos visto que estos

nimeros aparecen como el término general de la sucesiéon definida recursivamente por

164



5.6 Identidades con sumas y sumas sumables R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

diy =1yd, = d,—1+nparan > 2. También vimos que la suma de los primeros n naturales
estd dada por estos nimeros. Es decir, tenemos que

- 1

Estd claro ahora que si queremos conocer la suma de los primeros 36 naturales, la res-
36

puestaes Y i = 1(36-37) = 18- 37 = 666. Y la de los primeros 1000 naturales es igual a
i=1

%(1000 -1001) = 500 - 1001 = 500.500.

Ahora, ;cudl es la suma de los naturales desde el 32 hasta el 100 inclusive? ;Necesita-
mos encontrar y probar nuevas férmulas para sumas que comiencen en 32? Y si luego
quiseramos conocer la suma de todos los enteros comenzando en —12 y hasta 51 inclusi-
ve, ;como harfamos? La buena noticia es que la férmula que hemos probado es suficiente
para responder a todas estas preguntas.

Ejemplos.

(1) La suma de todos los naturales de 32 a 100 inclusive. Aqui restamos

100 100 31

100-101  31-32
E 7 E 7 E J 5 5 5050 — 496 95
=32 i=1 7j=1

(2) La suma de todos los enteros de -12 a 51 inclusive se calcula asi

51 -1 51 12 51 51 12
20 = 2 i i=d (kD =) i)
i=—12 i=—12  j=1 i=1 j=1 j=1 =1
.51 12-1
= 5025 - 23:25-51—6-13:1326—78:1248
Aqui hemos sumado y hemos hecho cambio de variable. O

En general para la suma de cualquier conjunto de enteros consecutivos se tiene la si-
guiente proposicion.

Proposicién 5.10. Sean a,b € Z con a < b. Entonces

b

Y i=3b+a)b—a+l) (5.6)

i=a

Demostracion. Hay que considerar los 3 casos posibles: (i) 0 < a < b, (ii) a < 0 < by (iii)
a<b<0.
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(i) Si 0 < @ < b entonces

b b a—1
. b(b+1 a—1)a
ZZ:ZZ_ _(;)_(2)
i=a i=1 i=1
= %(b2+b a’ — a)
= %((b a)(b+a) + (b+a))
= 3(b+a)b—a+1)
(ii) Sia < 0 < b entonces
b |al b b |al
Zz’ = Zz—i—Zz—Z—z +Zi—Zi— )
i=a i=—|al =1 i=1 i=1

2
I

= %b(b+1)—§|a\(|al+1)—%(b lal)(b + el +1)

Como a < 0 se tiene |a| = —a y por lo tanto vale (5.6).
(iii) Finalmente, si a < b < 0 entonces

— | |al

iz:b;z': doi=-> i

i=—|al i=|b]

Como 0 < |b| < |a|, estamos en el primer caso y por lo tanto
ZZ = —5(lal = [B)(|b] + la| +1) = (b — |a])([b] + |a| + 1)

De aqui sale (5.6), y la prueba esta terminada. O

Chequeamos los ejemplos anteriores, ahora usando la férmula (5.6):

100
D =129 —66.60 = 4554, y Zz 3964 — 32. 39 = 1248
1=32 1=—12

5.6.2. Lasuma de los impares

Ya sabemos sumar enteros consecutivos, ;jpodremos sumar, por ejemplo, los naturales
impares?
1+3+54+7+--+(2n—-3)4+2n—-1)=77

El siguiente artilugio grafico permite encontrar la respuesta correcta. Armando el cua-
drado
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es directo ver que

143=4=2?
1+3+5=9=3
1+3+5+7=16=4
14+3+5+7+9=25=5

Uno intuye y conjetura entonces que
n
14345+ +(2n—1)=) 2j—1=n (5.7)
j=1

lo cual puede probarse por induccién.
Otra manera de encontrar la respuesta es manipulando la sumatoria correspondiente y
usando lo que ya sabemos.

i%—1:2ii—zﬂ:1:2-w—n:n2
=1 =1 =1 2

En otras palabras, n? es igual a la suma de los n primeros impares y reciprocamente.

La sucesion de naturales impares que hemos sumado es un ejemplo de progresion arit-
mética, que estudiaremos mds adelante.

5.6.3. Las sumas de los cuadrados y de los cubos

Comenzamos estudiando la suma de los cuadrados de los naturales.

n
Ziz =77
=1

Hagamos algunos célculos.

1
n=1— Y =1
=1

3
n=3— > i2=1+4+9=14.
=1

4
n=4-— > i2=1+4+9+16 = 30.
=1

5
n=5— > i¢=1+4+9+16+ 25 =55.
=1
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De nuevo, ;hay alguna férmula que describa estos resultados?, ;la podremos encontrar?
Las respuestas a ambas es de nuevo afirmativa. Sin embargo, ninguna de las formas que
nos llevaron a encontrar una férmula en el caso anterior funcionan en este caso. Lo que si
resulta efectivo es una nueva forma de hacer la suma del caso anterior que si es posbile
aplicar a este caso.

Caso aNTERIOR: Para hacer la suma )", ¢ consideramos el cuadrado de i + 1,
(i+1)?=i*+2i+1

luego usando las propiedades de la sumatoria resulta que

n n

Z(i+1)222i2+2i¢+i1
=1 =1

i=1 =1

En esta identidad aparece la suma que nos interesa, aunque puede parecer inttil ya que
también aparecen dos sumas de cuadrados que no sabemos evaluar. Sin embargo, estas
dos sumas de cuadrados son muy parecidas ya que tienen casi los mismos sumandos. En
efecto la primera es la suma de los cuadrados comenzando en 2 y hasta (n +1)?, 2% + 33 +
.-+ +n?+ (n+1)?, mientras que la segunda es la suma de los cuadrados comenzando en
1y hasta n?, 14 22+ 3%... 4+ n2 Asi, al restarlas se har4 el milagro. En efecto,

n n

d(i+1)? =) iP=(n+1)?-1

i=1 =1

Esto se suele llamar suma telescépica. Luego, de esto, y de la identendiad anterior se sigue
que

n n n
23 i=> (i+1)7-> ?—n=(m+1)?-1-n=n’+n
i=1 =1 =1

Por lo tanto,

Notar que hemos dado una nueva demostracién de este hecho, usando la suma de cua-
drados "1, i? de forma auxiliar, sin necesidad de saber cuanto es el valor exacto de esa
suma. Lo bueno es que esta idea puede ser utilizada para calcular sumas similares.

n
Caso NUEvo: Para hacer la suma 3 i2 consideramos el cubo de i + 1,
i=1
(i+1)? = +3+3i+1
luego usando las propiedades de la sumatoria resulta que

n

> (i+1)° = ii3+§:3i2+§:3i+zﬂ:1
=1 =1 =1 =1

i=1
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Despejando la suma que nos interesa y usando sumas telescépicas, se sigue que

3 = (Y=Y ) -3> =31
i=1 i=1 i=1 =1 =1
Luego,
32 = n+1)P—1-3nm+1)—n=@m+D{n+1)?-3n-1}
i=1
= m+D{n*+2n—3n}=n(n+1){n+2-3}=Linn+1)(2n +1),
y por lo tanto

ﬁiF:%mn+U@n+n (5.8)
=1

Nota. La suma Z?:l a; se dice telescdpica si los términos son de la forma a; = b; — b; 41 con
b1,b2,...,by41. En este caso, tenemos

Zan = (b1 —b2) + (ba —b3) + -+ + (bp—2 — bp—1) + (bp—1 — by) = b1 — by
=1

es decir, los términos se cancelan y sélo queda el aporte del primero y del altimo

Hacemos notar que para sumar los primeros n naturales resulté muy efectivo considerar
los cuadrados, y que luego para sumar los cuadrados fue efectivo considerar los cubos.
Este no es un fenémeno extrafio en matematica; mas de una vez para resolver un problema
hay que salirse del marco natural del mismo, para encontrar su solucién en un entorno
mas grande.

La siguiente proposicién resume lo que hicimos y establece resultados para otras sumas
nuevas.

Proposicién 5.11. Para todo n € N se tiene que:

(@) Y i=in(n+1),
=1

®) Y i =in(n+1)(2n+1),
=1

(c) Zi3 = %nz(n +1)?%,
=1

(d) Y i = ggn(n+1)(2n + 1)(3n” + 3n — 1).
1=1
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Los dos primeros items ya fueron probados y las demostracién del tercero (resp. cuarto)
es andloga a la dada para la suma de los cuadrados, comenzando por considerar la cuarta
(resp. quinta) potencia de i + 1. Dejamos estas cuentas como ejercicio para el lector.

Notar que podemos escribir estas sumas de potencias en términos de sumas de poten-
cias mas chicas:

n

3= %(2n+1)<2i

i=1 =1

S - (o)~

i=1 i=1

N—

3

7,> ’ (5.9)

3

n n

Sttt s (£) ~0(59) -1 (£

1=1 i=1 i=1 =1

Veamos ahora un ejemplito préactico, con una de esas preguntas que suelen aparecer en
revistas de juegos para el verano o en programas baratos de madrugada.

Ejemplo. ;Cuantos cuadrados hay en la siguiente grilla 4 x 4?

Tenemos que contar todos los cuadrados 1 x 1,2 x 2,3 x 3y 4 x 4. Claramente hay 42
cuadrados 1 x 1y uno solo 4 x 4. Marcamos con puntos redondos los centros de los
cuadrados 2 x 2 y con puntos cuadrados’ los cuadrados 3 x 3.

Luego, el nimero de cuadrados es
1+4+9+16=17+2%+3" 44> =30

De aqui es facil inferir que el nimero total de cuadrados en una grilla n x n es
1+22 4+ +n=lnn+1)(2n+1)

por (5.8). Por ejemplo, el niimero total de cuadrados presentes en un tablero de ajedrez
(8 x8) es Y % = 1.8.9.17=3-4-17 = 4-51 = 204 y en uno de damas (10 x 10)
es Y10, i =110-11-21 = 5.7 11 = 385. También, podriamos haber hecho (12 + - -- +
82) + 92 + 10% = 204 + 81 + 100 = 385, usando el resultado previo. 0

"Este truquito nos fue sugerido por Luca Podesta (7).
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Notar que el argumento usado en el ejemplo vale en otras dimensiones. Es decir, po-
demos interpretar a la suma ) ;" ; i como el nimero total de segmentos que hay en una
regla numerada del 0 a n. Del mismo modo, podemos interpretar a la suma _ ; i como
el nimero total de cubitos unitarios que hay en un cubo n x n x n (es decir, formado por n?
cubitos unitarios). Por ejempplo, para el cubito 3 x 3 x 3, tenemos 7, i* = 148427 = 36

cubitos en total. Por favor, compruebe todo esto por su cuenta ya que es muy lindo y pro-
duce esa extrafia sensacion en el alma.

Problema.

Encontrar una férmula para la suma de las primeras n potencias de orden k. Es decir,
hallar una férmula para
n
Sk =Y i
i=1

5.6.4. Lasuma de potencias

Hemos estado estudiando la suma de ntiimeros, cuadrados y cubos consecutivos. Ahora
nos interesa estudiar una variante de esto. Fijamos un ntiimero real a y queremos calcular
la suma de todas sus potencias consecutivas.

Proposicién 5.12. Sea a € R no nuloy a # 1. Entonces para todo n € N,

n ' n+1_1
Zalzl—i—a—l—aQ—i---‘-l-an:ai (5.10)

=0

a—1

Demostraciéon. (Por induccién) Para n = 1 el miembro de la izquierda esiguala 1l +ay

. 2_ o
el de la derecha es igual a = = a + 1. Luego coinciden.
n+l nt2_q n+l n o 1
1T a - (2 7 n 3 A 3
Queremos ver que ;} a' = “_——. Ahora, ;) at = ( Zoa ) 4+ a™* y por hipotesis
1= 1= 1=
inductiva tenemos que
n+1 n+1 n+1 n+1
— a—1 a—1
1=
an+1 -1 + an+2 _ an—i—l CLn—i—Q -1
N a—1  a-—1
. por principio de induccién, la demostracion estd completa. O
y, porp p P

Si @ = 1 no vale (5.10), pero la suma Y 1 ; a’ = n es trivial en ese caso.
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5.6.5. Progresiones aritméticas |

Ya sabemos calcular sumas tales como 1 +2+---+1350como (—2)+ (—1)+0+1+2+
3+---4106 4+ 107 y otras del mismo tipo. Con lo que sabemos podemos sumar cualquier
progresion aritmética.

Recordamos que una sucesiéon de ntiimeros reales es una funcién de N en R. Dada una
sucesion a, en general denotamos a,, en vez de a(n) a la imagen de n por a y también
denotamos {a, }peny en vezde a : N — R.

Definicién. Un progresion aritmética es una sucesion tal que la diferencia de dos valores
consecutivos es constante. Esta constante es el paso de la progresion.

Si {an, }nen es aritmética, entonces, por definicién, a, 1 — a, = ¢ para todo n > 1, para
algan c. Notemos que esto define recursivamente a a,, ya que

Qpy+1 = ap +C
Luegoa2 =a1+ca3=ay+c=a1+2c,a4 =a3+c=a; +30yengeneral
anp =a;+ (n—1)c
Reciprocamente si a,, = a1 + (n — 1)¢, entonces
ant1— ap = (a1 +nc) — (a1 + (n—1)¢c) = ¢

lo que muestra que a,, es aritmética, de paso c. hemos probado la siguiente caracterizacion
de las sucesiones aritméticas.

Proposicion 5.13. Una sucesion {an }nen es aritmética siy sélo si existen b, ¢ € R tales que para
todo n € N vale
ap=b+(n—1)c

Decimos que la sucesién comienza en b, pues este es el valor de a1, y es de paso c.
Por ejemplo, la sucesién de los nimeros naturales es una progresion aritmética de paso
¢ = 1 que comienza en 1, y las sucesiones de naturales impares y de naturales pares son
progresiones aritméticas de paso ¢ = 2 que comienzan en 1 y en 2 respectivamente.

Ejemplos. Otros ejemplos son estos:
ap=5+(n—-1)3: 5, 8, 11, 14, 17, 20, ...

by=—1+4+(n-1)

N

. 1
. 2 17

Nt

11
4, 87

Cn =21+ (n—1)(=5): 2, %7‘(, T, %TF, 0, —%ﬂ', —T, ...

En el primer caso by c son enteros, en el segundo caso ambos son racionales, y en el tercero
ambos son irracionales. %
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En la Proposicién 5.9 aprendimos a sumar los términos de la sucesién de naturales (que
es aritmética de paso 1 con inicio en 1) comenzando en 1 hasta un n arbitrario y luego
vimos que podiamos también sumar cualquier sucesién de enteros desde un a hasta un b
cualesquiera.

Veamos ahora que més generalmente, con la misma Proposicién 5.9, podemos sumar
los términos de cualquier progresion aritmética entre dos puntos cualesquiera. A modo de
ejemplo tomemos las progresiones aritméticas consideradas mds arriba y las sumamos
hasta N.

anp =5+ (n—1)3.

N N N N N-1
dag = Y 5+n-1)3=5) 1+3) (n—1)=5N+3) n
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

— sN4+3. LDV _3N2 L TN — INGBN +7)

Por ejemplo, si N = 5 tenemos que

54+8-+11+14+17=15(15+7) =55

N N N N—-1
Dbno= Y —st-Di=—5> 145
n=1 n=1 n=1 n=1

_ N | 3(N-)N _ 3a72  5a7r _ 1

= —3+3 =34N —ZNfZN(3N—5)

Por ejemplo, si N = 5 tenemos que

1 5 11 1 __ 25
—I+1+3+4+ L =1515-5)=2

Cn =21+ (n —1)(=5).

N N N N
ch ZQW—(n—l)%zZﬂ'Zl—gZ(n—l)
n=1

n=1

Por ejemplo, si N = 7 tenemos que

2r+ 34+ ir+0—3n—w=27(9-7)=1Ir

Como ha quedado claro en estos ejemplos, ni el paso ni el primer punto de la progresién
aritmética a sumar son relavantes para afectuar al suma. Por lo tanto podemos escribir la
suma de una progresion aritmética general.

173



5.6 Identidades con sumas y sumas sumables R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

Proposicion 5.14. Sea a,, la progresion aritmética a,, = b+ (n—1)c, con b, ¢ € R. Entonces,
la suma de los primeros N términos de la progresion es

N
S an =N+ 5N ~1)c) = LeN? + (b — Le)N

n=1

Demostracion. Tenemos,

n N N—-1
Zan:Zb—l—(n—l)c:bN—i—cZn:bN—i—%c(N—l)N
n=1 n=1 n=1
de donde la proposicién sigue directamente. O

También podemos hacer sumas un poquito mas generales.

Corolario 5.15. Sia,b€ Zcona < by «, 8 € R, entonces
b
Y aj+B=(3a(b+a)+B)(b—a+1) (5.11)
j=a

b b
Demostracién. Salede ) aj+/5 = a()_ i)+ B(b—a+1),usando la Proposicién 5.10. [

Jj=a i=a

Observacién. La proposicién anterior también sale escribiendo

N N
Zb—i—(n— l)e= ch+(b—c)
n=1 n=1

y usando el Corolario 5.15cona =¢, 8 =b—c,a=1,b= N.

5.6.6. Progresiones geométricas

Las progresiones aritméticas son sucesiones definidas recursivamente en las que un
término se obtiene del anterior sumando una cantidad fija, llamada paso. Las progresiones
geométricas son la versién multiplicativa de las anteriores. Estan definidas recursivamente
y en este caso un término se obtiene del anterior multiplicindolo por una cantidad fija,
en este caso llamada razén.

Definicién. Un progresion geométrica es una sucesion tal que el cociente de dos valores
consecutivos es constante. Esta constante es la razén de la progresion.

Estd implicito en la definicién que ningtin término de una progresiéon geométrica puede
ser 0.

Si {by, }nen es geométrica, entonces by, 1/b, = ¢ para todo n > 1, para algtn ¢ € R.
Notemos que esto define recursivamente a b,,, ya que

bn+1 = an
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Luego by = byc, by = bac = bic?, by = bye = by y en general b, = b1 "~ 1. Reciprocamente,
sib, = b !, entonces
bps1/bn = b1 /by = ¢

lo que muestra que b,, es geométrica de razén c. Tenemos entonces la siguiente caracteri-
zacién de las progresiones geométricas.

Proposicion 5.16. Una sucesion {by, },cn es geométrica si y solo si existen b,c € R, no nulos,
tales que
by = bc" !

para todo n € N.

Las progresiones geométricas, son una de las pocas sucesiones que es posible sumar (los
infinitos términos!). La siguiente proposicién muestra como sumar los primeros términos
de una progresion geométrica de razén a y que comienza en 1. O sea,

b, = a", bo=1

(a veces, como ahora, permitimos que una sucesién comience en n = 0). Notamos que
si la razén es 1, entonces la progresion es constante y ya sabemos sumar sus términos.
Convenimos que, para todo a € R, a # 0, a® = 1.

Es inmediato calcular la suma de una progresién geométrica. Si ¢, es una progresion

geométrica no constante de razén a (a # 1) que comienza en b, es decir ¢, = ba"" !, se
tiene que

n n . n—1 ' a — 1
;cn—;ba”_ —biz:%a’—ba_l

donde hemos usado la suma de potencias (5.10).
Veamos algunos ejemplos particulares.

Ejemplos.

(1) La suma de las potencias de 2 es casi una potencia de 2. En efecto,
n
D 2i=2rtl o
i=0

(2) La suma de las potencias de 3 es casi 1. Mds precisamente,

SIOREID SRR
=1 ’ i=0 ? ;_1
_ 1—(%)n+1_1:2_(;),1_1:1_(%)”
2

(3) También podemos calcular la suma alternada de potencias de un namero dado. Si
a €R,a# —1,lasuma

l—a+d>-d*+a* - +(-1)"a
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es la suma de la progresién geométrica de razén —a que empieza en 1. Asi

1—a—|—a2—a3+a4—---+(—1)”a:i(_a)i:w

1=0

a+1

= (-1)

—a—1

Nota histérica (La leyenda del ajedrez). Cuenta la leyenda que el brahman Lahur Sessa,
inventor del ajedrez también conocido como Sissa Ben Dahir, escuch6 que el Rey Iadava
estaba triste por la muerte de su hijo. Este fue a ofrecerle al Rey el juego de ajedrez como
entretenimiento para olvidar sus penas. El rey quedé tan satisfecho con el juego, que luego
quiso agradecer al joven otorgdndole lo que este pidiera.

Sessa lo tnico que pidi6 fue trigo. ;Si! Pidi6é que el rey le diera un grano de trigo por la
primera casilla del tablero, el doble por la segunda, el doble de la anterior por la tercera, y
asi sucesivamente hasta llegar a la casilla ndmero 64. Es decir, 2° +2! +22 4. . . 4263 granos
de trigo. Iadava, al oir el extrafio e infimo pedido del joven, lanzé una sonora carcajada
y, tras burlarse de su modestia, ordené que se le diera lo que habia solicitado. Al cabo
de algunas horas los algebristas mds habiles del reino le informaron al Soberano que se
necesitarian:

20 Lol 4 92 1 ... 4 903 — 964 1 — 18.446.744.073.709.551.615

granos de trigo!!

Concluyeron los algebristas y gedmetras mds sabios, que la cantidad de trigo que debe
entregarse a Lahur Sissa equivalia a una montafia que teniendo como base la ciudad de
Taligana, fuese 100 veces més alta que el Himalaya. La India entera, sembrados todos sus
campos y destruidas todas sus ciudades, no bastaria para producir durante un siglo la
cantidad de granos calculada.

5.7. Conjuntos inductivos y buena ordenacidén |

5.7.1. Conjuntos inductivos

Lo que sigue, sobre conjuntos inductivos, ayuda a comprender mejor los axiomas de los
numeros naturales y el principio de induccién.

Definicién. Un subconjunto H C R se dice inductivo si satisface que:
(i) 1e H.

(ii) he H=h+1€H.

Un subconjunto de ntimeros reales es inductivo si tiene al 1 y al sucesor de cualquiera
de sus elementos. El primer ejemplo de conjunto inductivo es N.

Ejemplos (Conjuntos inductivos). Los siguientes conjuntos son inductivos.
M) R, Q, Z.
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(2) Q(V2).

B) Z>9={ac€Z:a>-9}y={-9,-8-7...,-1,0,1,2,3,4,... }.
4) 1z = {2:an}:{...,—%,—l,—%,O%1%2,...}.

G) X=Umh—-—en+e)con0<e<l.

neN

Ejemplos (Conjuntos no inductivos). Los siguientes conjuntos no son inductivos.
(1) A={neN:n>2}
(2) B={z€Z: z<99}.

(4) Ningan conjunto finito puede ser inductivo

)
)
@) C=7—{4}.
)
)

(5) H¢,si H esinductivo.

Explicar por qué los distintos conjuntos de los ejemplos son o no inductivos no es difi-
cil. Es muy recomendable pensar el porqué, hasta poder dar algtin argumento conciso y
contundente. Dejamos esto como ejercicio. Otro buen ejercicio es mostrar ejemplos, si es
posible, de conjuntos A con las siguientes propiedades.

(1) Aesinductivoy a € Aestal que A — {a} noloes.

)
(2) Aesinductivoy a € A es tal que A — {a} sigue siendo inductivo.
(3) A esinductivo, pero A — {a} no lo es cualquiera sea a.

)

(4) Aesinductivoy A — {a} también, cualquiera sea a.

Nota. con esta definicion, el tercer axioma de los ntimeros naturales toma la siguiente
forma.

N3. Si K es un subconjunto inductivo de N entonces K = N.
Es decir, N no tiene subconjuntos inductivos propios!

Nos preguntamos ahora sobre la interseccion y la unién de conjuntos inductivos. Si
Ay B son dos conjuntos inductivos, ;es A N B inductivo?; ;es A U B inductivo? No es
dificil responder a estas preguntas afirmativamente. En primer lugar es claro que el 1
pertenece tanto a la interseccién como a la unién. Por otro lado, si un ntimero pertenece a
la interseccién, estd en ambos y luego su sucesor esta en ambos, es decir en la interseccién.
Ahora, si un ntimero esta en la unién, estd en uno de ellos y luego su sucesor esta en ese
mismo conjunto, y en particular en la unién.

Con més generalidad vale el siguiente resultado.

Proposicion 5.17. La interseccion arbitraria y la unién arbitraria de conjuntos inductivos, son
conjuntos inductivos.
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Demostracién. Dada F una familia de conjuntos inductivos, sean U y V respectivamente
la interseccién y la unién de todos los conjuntos de 7. Podemos denotar U = (), Ay

V =Uascr A
Primero, como todos los conjuntos de F son inductivos, todos contienen al 1. Luego

leUyleV.

Ademas, si z € U, entonces x pertenece a todos los conjuntos de F. Luego, como son
todos inductivos x + 1 pertenece a todos ellos y asi z + 1 € U. Resultando U inductivo.

Por dltimo, si € V, x estd en alguno de los conjutos A de F; siendo éste inductivo
contiene a x + 1. Luego v + 1 € V y V es inductivo. O
5.7.2. Buena ordenacién e induccion fuerte

Posiblemente a esta altura ya resulte intuitivo, que todo conjunto inductivo contiene a
los naturales. Aunque resulte claro necesitamos deducirlo a partir de lo que sabemos. Para
esto resulta atil introducir el concepto de buena ordenacion.

Definicién. Un subconjunto H C R tiene primer elemento h, si
(i) he H,
(ii) h < kparatodok € H.

Un subconjunto K C R se dice bien ordenado, si todo subconjunto H C K, no vacio, tiene
primer elemento.

Presentamos ahora el principio de buena ordenacion. Usaremos la siguiente notacién [1, n] =
{1,2,...,n}, que ya fue definida en (3.6).

Teorema 5.18 (Principio de buena ordenacién). N es bien ordenado.

Demostracién. Procedemos por el absurdo. Debemos probar que todo subconjunto H C
N, no vacio, tiene primer elemento. Supongamos que hay un H C N, no vacio, sin primer
elemento y sea H' su complemento en N, es decir H' = N — H. Como H es no vacio, H’
no es igual a N. Consideremos ahora el conjunto

K={neN:[1,n] C H}

Tenemos que 1 € K dado que {1} C H’, pues 1 ¢ H, ya que de lo contrario seria el primer
elemento de H. Ademds, si h € K, entonces ninguno de los elementos de {1,2,...,h}
estdn H; luego h + 1 tampoco estd H, pues de lo contrario seria su primer elemento. Asi
hemos probado que K es un subconjunto inductivo de Ny por lo tanto K = N. De esto se
deduce que H' = Ny H es vacio, lo que contradice nuestra suposicion. O

Ahora si podemos probar lo que queriamos.

Proposicion 5.19. Si H C R es inductivo, entonces N C H.
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Demostracién. Razonamos por el absurdo. Supongamos que N ¢ H ysea K = {n €
N : n ¢ H}. Por ser K no vacio. Sea m su primer elemento; m # 1, pues 1 € H por ser
inductivo. Luegom —1 € Nym -1 ¢ K. Asim — 1 € H y por ser H inductivo, su
sucesor, m € H. Esto contradice el hecho de ser m elemento de K. Por lo tanto K es vacio
yNCH. O

Como corolario obtenemos una caracterizacion del subconjunto de los naturales.

Corolario 5.20. N es el menor de todos los conjuntos inductivos de R. Es decir, estd contenido en
todo conjunto inductivo y no contiene propiamente a ningiin otro conjunto inductivo.

Ahora si estamos en condiciones de dar la prueba del Principio de Induccién Fuerte,
establecido en el Teorema 5.6. Recordemos su enunciado.

Teorema. Sea P(n) una funcion proposicional, con n € N. Si

(1) P(1) es verdadera y,

() asumiendo que P(1), P(2), ..., P(k) son verdaderas para un k € N arbitrario se deduce que
P(k + 1) es verdadera,

entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Demostraciéon. Sea
H ={neN: P(n) es verdadera}

Supongamos que H C N ysea H = N—H # &.Sea k' el primer elemento de H’'. Notamos
que k' > 1, pues 1 € H por hipétesis. Se sigue que si k& < k/, entonces k ¢ H', es decir
k € H. Asi tenemos que 1,...,k" — 1 estan todos en H; es decir P(1),..., P(k' — 1) son
todas verdaderas. Luego, por hipétesis, P(k') es también verdadera y asi k' € H, lo cudl
contradice el hecho de estar k¥’ en H’, el complemento de H. El absurdo s proviene de
suponer que H # N. Luego H = Ny la prueba estd completa. O
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5.8. Ejercicios y problemas

Natural numbers are better for your health. Anénimo.

Ejercicios

Ejercicio 5.1. En cada una de las siguientes situaciones, decidir para qué valores den € N
podemos asegurar que vale P(n):

(@) P(1) es verdaderay P(n) = P(n + 2) para todon € N.

(b) P(1) es verdaderay P(n) = P(2n) para todon € N.

(c) P(1)y P(2) sonverdaderas, y P(n) = P(n + 2) para todon € N.

(d) P(1) esverdaderay P(n) = P(n+2), P(n+ 3) paratodon € N.

(e) P(1)esverdaderay P(n) = P(n+ 1) paratodon > 2.

Ejercicio 5.2. Probar por induccién que valen las siguientes afirmaciones:
(@ n+1<2"<(n+1)! paratodon € N.

(b) n3 < 3" paratodon € N.

(c) 142" < 3" paratodon € N.
(d) Existe ng € N tal que n? > 11n + 3 para todo n > ny.

Ejercicio 5.3. Explicitar las siguientes sumas y productos escribiendo todos los sumandos
y luego calcular.

4 5
@ > r @ 114 © 11
r=0 i=1 n=2"T —
5
2 — 21+ 1.
(b) 2 F-2i4] © k_z_g T
© 11 cosGm(®—4). B > 2
LN J J . Z, 1 _p2.

Ejercicio 5.4. Para cada de las siguientes sumas escribir explicitamente los primeros 3 y
los altimos 3 sumandos.

2014 ; _ 14

() ;:0 e (c) l;kz + 1.
k 25

(b) S 2(i +1). d > i/2+]
i=1 i=—j+1

Ejercicio 5.5. Probar las siguientes identidades:
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@ X =0 © i(—nn:{ v
" i=1 —1, nimpar.
n n n 1, npar
2i+1 __ 7 d 1" =
(b) ;}2 _2+2Z§14. (d) Z;)( ) { 0, nimpar

Ejercicio 5.6. Para cada de las siguientes sumas escribir explicitamente los primeros 3 y
los altimos 3 sumandos.

1112 ) p2

@ > i+l @ Y i+l
12—78 l:q2
p 2p—13

(b) S i+1. @ 3 i+l
i=q i=q+1

Ejercicio 5.7. Demostrar por induccién que valen las siguientes identidades, para todo
n € N:

n 2 _ n n-+ 2
(a) kz::l(%—l)ZZW' 131< k+1>2):2n+2'
@)ﬁ 4

i=1 0 i 1 _ n(n + 3)

n _nn+1)(n+2) k(e +1)(E+2)  4n+1)(n+2)
(© 3 k(k+1)= . .

S 1 __n N5 LSS 1T oSS 14

@ @D T ® L+ L b =2

Ejercicio 5.8. Para cada una de las siguientes sucesiones definidas por recurrencia, escribir
explicitamente sus primeros 20 términos.

(@ ap=3+ap_1ya =m.

(b) by =4bp—1+1yby=0.

(©) up = Up—1 +nyu =3.

(d) wy, =wp—1 —wp—2yws =1, wy =2.

Ejercicio 5.9. Decidir cuédles de los siguientes conjuntos son inductivos.

(a) Nu{1/2}. (© {1}u{2lu{zeR:az >3}
(b) NU{0}. (d) {1}u{zeQ:2 >2}.

Ejercicio 5.10. Las siguientes proposiciones no son validas para todo natural n. Intente
realizar una prueba por induccién e indique qué paso puede realizarse correctamente y
qué paso no puede realizarse:
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(@) n =n? (c) 3" = 3n+2,

(b) n=n+1. (d) 33" = 3n+2,

Ejercicio 5.11. Usando induccién, probar que valen las siguientes afirmaciones:
(1) 2n+1 < 2" paratodon > 3.
(m) 6" > 4" 4+ 1paratodon € N.

() 2" > n? para todo n > 5.

Ejercicio 5.12. Calcular las siguientes sumas:

1023 177

@ > J. (©) S % —3i+1.
j=1 i=0
269 134

(b) > 35 —1. d) > K*+k/2
j=11 k=—34

Ejercicio 5.13. Calcular las siguientes sumas:

102 ) 106 )

(a) 20(1/2)1- (©) 2(1/3)1-
J= 1=
269 66

(b) >3 —1. d > 2F+1.
=0 k=-66

Ejercicio 5.14. Utilizando las propiedades de sumatoria, decidir la validez de las siguien-
tes identidades:

n+1 n
@ Y(n+1—9)=2(n+1)+ > (n+1).

i=1 =1

2n+1 on

b) Y Bi—-1)=3-2"" — 143 (3i - 1).
i=1 i=1
Problemas

Problema 5.15. Probar que:

(a) La suma de los dngulos interiores de todo poligono convexo de n lados es (n — 2)x.
(b) Todo poligono convexo de n lados tiene @ diagonales.
Problema 5.16. Probar por induccién que valen las siguientes afirmaciones:

a) Sia > —1, entonces (1 + a)™ > 1 + na, para todon € N.
P

Problema 5.17. Dados n niimeros naturales a1, ..., a, tales que cada uno de ellos se es-
cribe como la suma de dos cuadrados, probar que a; - - - a,, también se escribe como suma
de dos cuadrados.
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Problema 5.18. Dado a € R tal que sen v # 0, probar que para todo n € N se verifica:
_ sen(2"a)
2 da) - cos(2V ) = 2.

cos(a) cos(2a) cos(4a) - - - cos( a) o som 0
Problema 5.19. Sea r € R tal que r + % € Z. Probar que r" + T% € Z, paratodon € N.
Nora: La condiciénr+1 € Z se traduce en que r es solucién de la ecuacién r? —ar+1 = 0,
para algtn a € Z. Para ello, es necesario que |a| > 2. Algunos ejemplos son r = 3+T\/5,
r= Lé/ﬁ = 2 + /3, etc. Puede probar con alguno de estos ejemplos antes de considerar
el caso general.
Problema 5.20. La sucesién de Fibonacci se define recursivamente de la siguiente manera:

up = ug =1, Up = Up—1 + Up—g N1 > 3.

Asi, sus primeros términos son 1, 1,2, 3, 5, 8, 13. Demostrar por induccién que el término
general de la sucesion estd dado por la siguiente férmula:

1+v5\ [(1-v5\"
2 B 2 '
1+v5

Avupa: Usar que 52 son las soluciones de la ecuacion cuadratica 2% — 2 — 1 = 0.

1

Uy =
V5

Sea {up }nen la sucesion definida recursivamente por ug = 5, ug = 6, up = 14, u, =
2Up—1 + Up—2 — 2up_3 sin > 3. Probar que u, =3-2" + 1+ (—1)".

Problema 5.21. Sucesiones recursivas.

(a) Sea {un}nen la sucesion definida recursivamente por u; = 3, ug = 5y,sin > 3,
Uy = 3Up—1 — 2u,—2. Probar que u,, = 2" + 1.

(b) Sea {uy}nen la sucesién definida recursivamente por u; = 9, up = 33, up = Tup—1 —
10u,—2 sin > 3. Probar que u,, = 2" 4 57

Problema 5.22. Encuentre el error en los siguientes argumentos de induccién.

(a) Demostraremos que 5n + 3 es multiplo de 5 para todo n € N.

Supongamos que 5k + 3 es multiplo de 5, para k£ € N. Entonces existe p € N tal que
5k + 3 = 5p. Probemos entonces que 5(k + 1) + 3 es multiplo de 5. Notar que

5(k+1)+3=(5k+5)+3=(5k+3)+5=>5p+5="5(p+1);

entonces 5(k + 1) + 3 es multiplo de 5. Por lo tanto, por el principio de induccién,
demostramos que 5n + 3 es multiplo de 5, para todon € N.

(b) Sea a € R, con a # 0. Vamos a demostrar que para todo entero no negativo n, a™ = 1.
Como a’ = 1 por definicién, la proposicién es verdadera para n = 0. Supongamos
que para un entero k, a"* = 1 para 0 < m < k. Entonces,

k+1 M _ 1t 1

ak-1 1 '
Por lo tanto, el principio de induccién fuerte implica que a™ = 1 para todo entero no
negativo n.

a
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Problema 5.23. Sea n € N. Encontrar una férmula que exprese el nimero de puntos de
interseccion de n rectas en el plano tales que:

cualesquiera dos de ellas no son paralelas, y
no hay tres rectas que pasen por un mismo punto.

Problema 5.24. Usando induccién, probar que valen las siguientes afirmaciones:

n n
(@) Siazy,...,a, > 0, entonces <Z al-> ( a1> > n2.
1 1

i=1 1=

2
n n

(b) Siai,...,a, € R, entonces Y a? < (Z |ai|> .
i=1

=1

Problema 5.25. Demostrar por induccién que valen las siguientes identidades, para todo

n € N:
(a) 3 K = (n<n+1>>2
k=1 2
no, n(n+1)(2n+1)(3n? +3n — 1)
(b) Z;rl — b |
© > a+ kb= (n +1)(2a + nb)
k=0 2
(d) i(j -1 +1) = n(n + 1)(712 tn-2)
j=1

n
e Y k-kl=mn+1)!-1
k=1
Problema 5.26. Sea {a,} una sucesiéon que satisface la siguiente propiedad: para todo
n €N, apt1 = 2a, + 1. Probar que a,, + 1 = 2" 1(ay 4+ 1) para todon € N.
Problema 5.27. Probar que para todo n € N:
n ) n

i=1 i=1

Sugerencia: probar por separado los casos n par y n impar, cada uno por induccién.

Problema 5.28. Sea {u,,} la sucesion de Fibonacci. Probar que para todo n y m se verifica
lo siguiente:

n

(@) U%H — UpUpyo = (—=1)™. (b) Untm = Um—1Un + UmUni1.
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Problema 5.29. Consideremos una sucesién {u,,} definida recursivamente por:
up =z, ug =y, Up41 = QUp + bup—1, n > 2,

donde z, y, a, b son nameros reales.
Sean «, 3 las raices de la ecuacién t? — at — b = 0; asumimos que son distintas. Si

y— Bz J— Y —ax
(a—B)a’ (B—a)B’

probar inductivamente que u,, = ca™ + dj3".

CcC =

Problema 5.30. Decidir la veracidad de las siguientes proposiones:
(a) Todo conjunto infinito de N que contenga al 1 es inductivo.

(b) Existen subconjuntos finitos de N que son inductivos.

(c) El conjunto vacio es inductivo.

(d) El conjunto {x € R : z < 0} es disjunto con N.
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Capitulo 6

Aritmeética entera

“ iPorqué sumar niimeros primos?
Los niimeros primos estdn hechos para ser multiplicados, no sumados”
Lev Landau, matemidtico ruso (1908 — 1968)

En este capitulo iniciamos el estudio de la artimética de los nimeros enteros denotados
por Z. Sabemos que Z es unién del conjunto de naturales N, sus opuestos —N y el 0. Es
decir,

Z=-NU{0}U—N,

donde —N = {m € R : —m € N}. Recordemos que la suma y el producto de nameros
reales extienden a la suma y el producto de enteros. Formalmente esto es:

Hzxz  ZXZ—Z vy -lzxz:Z x 7T — Z.

Vamos a considerar a los enteros como un conjunto de niimeros con una suma y un pro-
ducto propios y estudiaremos su artimética prescindiendo en general de los reales. De
todas formas, como resulta practico aprovechar lo que sabemos de los reales para estu-
diar los enteros, no nos olvidaremos de esto.

Cabe recordar, que ya tomamos una actitud similar cuando estudiamos, aunque rapi-
damente, la artimética de los racionales. Es ese caso también pensamos a (Q como un con-
junto de nimeros con una suma y un producto, prescindiendo de los reales. En el caso de
Q observamos que tiene las mismas propiedades aritméticas que R respecto de la suma
y el producto, y atin las mismas respecto del orden. Por lo tanto no se distinguen por su
artimética.

El caso de los enteros Z resulta mucho més interesante, ya que Z no tiene las mismas
propiedades bésicas que tienen R y Q. La diferencia fundamental proviene del hecho de
que en Z no hay inversos multiplicativos.

Entre las propiedades basicas de la suma y el producto que comparten Z y R estan la
asociatividad y conmutatividad de ambas y la propiedad distributiva; éstas valen en Z por
particularizacién de las correspondientes para R. Ademés también en Z hay un elemento
neutro para la suma, el 0, y una identidad para el producto, el 1. Esto es inmediato ya
que 0 y 1 tienen esos roles en el &mbito més grande de los ntimeros reales. Debemos
preguntarnos por la unicidad de éstos. Esto no se sigue de la unicidad del neutro y de la
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identidad en R. Ser elemento neutro en Z es més fécil, ya que Z C R; ser neutro en Z no
implica ser neutro en R y por lo tanto podria haber més de un neutro en Z. Ademaés cada
entero tiene un opuesto entero, que resulta tinico pues dicho tiene un tnico opuesto real.

Proposicién 6.1. La suma y el producto de niimeros enteros tienen las siguientes propiedades.

(a) La suma es asociativa y conmutativa.

(b) El producto es asociativo y conmutativo.

(c) El producto y la suma satisfacen la propiedad distributiva.
(d) El 0 es el ninico elemento neutro para la suma.

(e) El1 es la tinica identidad para el producto.

(f) Cada entero tiene un tinico opuesto entero.
Demostracion.

(a) Para todo para de ntimeros reales a, b se tiene que a + b = b + a. En particular si a, b
son enteros. Cualesquiera sean a,b,c € R, se tiene que (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). En
particular si a, b, ¢ son enteros.

(b) Analoga a la del inciso anterior.

(c) Cualesquiera sean a, b, c € R, se tiene que a(b+c¢) = ab+ ac. En particular si a, b, ¢ son
enteros.

(d) Siendo el 0 entero, es elemento neutro para la suma de enteros, pues 0 + a = a para
todo a € R, y luego en particular si a € Z. Supongamos que 0’ es otro entero que es
elemento neutro para la suma; entonces por un lado 0 + 0" = 0y por otro 0 + 0" = (/
y por lo tanto 0 = (/.

(e) Siendo el 1 entero, es identidad para el producto de enteros, pues 1 - a = a para todo
a € R, y luego en particular si a € Z. Si 1’ es otro entero que es identidad para el
producto, tenemos que por unlado1-1' =1y porotroquel-1' =1";luego1 = 1"

(f) Dado un entero a, su opuesto real —a es entero, luego a tiene un opuesto entero. Si
tuviera otro opuesto entero, éste seria también otro opuesto real. Por lo tanto a tiene
un anico opuesto entero.

La prueba estd completa. O

Una de las propiedades basicas de R es la existencia de inversos, que luego probamos
son unicos. Esto no ocurre en Z y ésta es la diferencia fundamental entre R y Z.

Ejemplo. El niimero entero 2, no tiene inverso en Z. Si lo tuviera, éste seria un inverso de
2 en R; pero como en R el 2 tiene un tnico inverso, 3, y éste no es entero, se sigue que 2
no tiene inverso entero. El 2 no es un caso raro, por el contrario, ningtin entero, salvo 1y
—1, tiene inverso en Z.
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Proposicién 6.2. Los iinicos niimeros enteros que tienen inverso entero son 1y —1.

Demostracién. Sea a un entero con inverso entero. Esta claro que a # 0. El inverso entero
de a es en particular un inverso real de a, luego debe ser a™!. Por lo tanto ™! € Z.

Supongamos primero que a € N; asi 1 < a yluego 0 < a~! < 1. Siendo a~! entero, se
tiene que a~! = 1. Ahora, sia € —N, entonces —a € Ny —a~! = 1, de donde se sigue que
a=—1. O

A pesar de que los enteros no poseen inversos (salvo £1), a veces sucede que dados
dos enteros a y b, ba~1 si es entero, donde a~! es el inverso en R de a (que es racional).
Por ejemplo, si b = 6 y a = 3, entonces ba~! =6 - % = 2. Entender este fenémeno maés
profundamente nos lleva a estudiar la divisibilidad de enteros.

6.1. Divisibilidad

En R, como todo a # 0 tiene inverso, la ecuacién
b=ax

(con a,b € R, a # 0) tiene solucién (tnica) = = ba~!. Esta misma ecuacién en Z, es decir
cona,b € Z, a # 0, no siempre tiene solucién; ya vimos que la ecuacién 2z = 1 no tiene
solucién en Z. (La tinica posibilidad es la tinica solucién real de esta ecuacién que es igual
a 1/2.) Pero también vimos que la ecuaciéon 3z = 6, si tiene solucién entera x = 2. Esta
situacion es la que resulta importante destacar y estudiar. La situacién en la que a y b son
tales que la ecuacion ax = b tiene solucién entera.

Definicién. Dados dos enteros a y b, decimos que “a divide a b” o que “b es divisible por a”
si existe un ntimero entero c tal que
b=ac.

En este caso también decimos que “a es divisor de b” o que “b es miiltiplo de a”.
Si a divide a b escribimos a | by si a no divide a b escribimos a { b.
Observacién. Si a | b, es decir si a es divisor de b, existe ¢ tal que b = ac. Luego c es
también un divisor de b.
Ejemplos.
(1) 3|12, pues 12 = 3 - 4. Es decir, 3 es divisor de 12 y luego 4 es otro divisor de 12.

(2) 12 1 3, pues no existe ningtn entero c tal que 3 = ¢ - 12. Hay un tnico real c asi y es
¢ = 1/4 que no entero.

(3) 6| 18, pues 18 = 6 - 3. Luego también vale que 18 = (—6) - (—3) y que —18 = (—6) - 3
y —18 = 6 - (—3). De esto se sigue que

6|18, —6]18, —6|-18,  6]—18,

3118, —3|18, 3|—18, —3|-18.
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(4) Cualquiera sea a, como a = 1 - a, se tiene que 1 | a y que a | a. Y luego como en el
inciso anterior se sigue que 1 | £a, —1 | +a, a | £a y que —a | *a.

(5) Sia | 1, entonces existe ¢ entero tal que 1 = ac; es decir a tiene inverso en Z, por lo
tanto a = +1.

(6) ¢Qué enteros dividen a 0? ;Se puede dividir por 0, o mejor dicho a qué enteros divide
0? Para que un entero a dividaa 0, a | 0, debe existirun ctal 0 = a - c. Si elegimos ¢ = 0
resulta que 0 = a - c. Por lo tanto todos los enteros dividen a 0.

Supongamos ahora que 0 | a. Es decir @ = 0 - ¢ para algtn c. Pero, cualquiera sea c,
0-c=0.Luego, 0 | a es sélo posible para a = 0. Esdecir 0 |0y 0{ a sia # 0. 0

En los ejemplos hemos discutido algunas propiedades basicas de la divisibilidad que
resumimos en la siguiente proposicién. El lector puede escribir una prueba completa si-
guiendo los argumentos de los ejemplos.

Proposicién 6.3. Para todo a,b € Z, valen las siguientes propiedades.
(@) 1|+ay—1|=a.

(b) a|tay—al| +a.

(c)a|bsal+by —al+b.

(d) alO0.

(e) 0|asa=0.

(Notar que en los puntos (a), (b) y (c) hay cuatro posibilidades.)

Antes de continuar destacamos una propiedad importante de los enteros que tiene que
ver con el 0 y la divisibilidad. Ya sabemos que cualquiera sea a, a | 0, pues 0 - a = 0.

Pregunta. ;Es posible que exista b # 0 tal que ba = 0 atin si a # 0?
Respuesta. No, no es posible.

En efecto, si ba = 0y a # 0, entonces multiplicando por el inverso real de a, tenemos
que b = baa™! = 0a~! = 0. Es decir, ab = 0 si y solosia = 0 0 b = 0 (comparar con la
Proposicién 4.4.) El hecho de que no haya enteros distintos de 0 que multiplicados den 0,
se resume diciendo que no hay divisores de 0. Hemos probado la siguiente proposicion.

Proposicion 6.4. Los enteros no tienen divisores de cero.

Corolario 6.5. Si ab = acy a # 0, entonces b = c. En particular si a = ab, entonces b = 1.

Demostracién. Si ab = ac, entonces 0 = ab — ac = a(b — ¢). Como a # 0, se sigue que
b — ¢ = 0 o equivalentemente b = c.

Sia = ab, entonces a - 1 = ab de donde se sigue que 1 = b. O

La siguiente proposicion establece otras propiedades de la divisibilidad que usaremos
frecuentemente en lo que sigue.
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Proposicién 6.6. Sean a,b, c € Z todos no nulos. Entonces valen las siguientes propiedades.
(a) Sia|byb|c entoncesa | c.

(b) Sia|byb|a,entoncesa=>boa=—b.

(c) Sia|byalc entoncesa | b=+ec.

(d) Sia|bxcyalb,entoncesa | c.

(e) Sia|b, entonces a | be.

Demostracién.

(@) Sia | by b | ¢, existen m,n tale que b = am y ¢ = bn. Luego tenemos que ¢ = bn =
a(mn), de donde se sigue que a | c.

(b) Sia | byb | a, existen m,n tales que b = am y a = bn. Luego b = am = b(nm) de
donde se sigue que nm = 1. Como n y m son enteros, n = £1 y m = £1, de donde se
siguequeb=aob= —a.

(c) Sia|bya | c existen m,n tales que b = ma y ¢ = na. Entonces b + ¢ = ma + na =
(m £ n)a de donde se sigue que a | b+ c.

(d) Sia |b+xcya|b, entonces por el inciso anterior a | b + ¢ — b, es decir a | ¢y luego
alec.

(e) Sia | bentonces existe m tal que b = ma. Luego bc = (ma)c = a(mc) de donde se
sigue que a | bc.

La demostracién estd completa. O

Observacién. La probado también vale en los casos en que a, b o c son nulos. La demostra-
cién es siempre directa, aunque hay varios casos que considerar. Por ejemplo, en el primer
inciso sia = 0, entonces b =0y ¢ = 0, luego a | c. Y en el dltimo, si b = 0, entonces bc = 0
y a | bc cualquiera sea a.
6.1.1. Los conjuntos de divisores

Sea Div(n) el conjunto de divisores de un entero n, es decir

Div(n) ={d € Z:d|n}.

Las Proposiciones 6.3 y 6.6 dicen varias cosas sobre los conjuntos de divisores ". Para todo
a,b,n € Z se tiene que:

{1,-1,n,—n} C Div(n).
Div(1) = {1, -1}

“No confundir el conjunto de divisores de un entero, atin del 0, con la nocién de no tener los enteros
divisores de cero en el sentido de la Proposicién 6.4.
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Div(0) = Z.

a € Div(n) < —a € Div(n).

Div(n) = Div(—n).

a|b <« Div(a) C Div(b) y laigualdad se tiene si y s6lo si a = +b.
Observacién. Se sigue entonces que para estudiar el conjunto de divisores de un n, cuan-

do sea conveniente podemos suponer que n € N y podemos también estudiar sélo sus
divisores positivos.

Una idea intuitiva que tenemos es la de que un divisor de a es “maés chico” que a y
luego a s6lo puede tener una cantidad finita de divisores. Esto se base en el hecho de que
el producto de dos naturales es mas grande que cada uno de los factores. Sin embargo
esta claro que no es cierto para el producto de enteros. Por ejemplo, —1 = 1 - (—1) pero
—1 # 1. Es decir 1 | —1, pero 1 no es més chico que —1.

A pesar de esto, hay algo de cierto en la idea de que un divisor de a es “mas chico” que
a 'y si es cierto que a s6lo puede tener una cantidad finita de divisores.

La funcién valor absoluto de los enteros | | : Z — Z>, esta definida por
a, sia > 0;
jal = .
—a, sia<0.

En particular |a| = 0siy s6lo si a = 0. Se sigue de la regla de los signos del producto en
R que |ab| = |al[b].

Lema 6.7. Sib# 0y a | b, entonces |a| < |b|.

Demostracién. Sia | b, entonces existe ¢ tal que b = ac y luego |b| = |a||c|. Como b # 0,
entonces c # 0y a # 0,y asi |c] > 1y |a| > 1. Se sigue que |b]| = |a||c| > |a| -1 =|a|. O

De este resultado, se sigue que un entero no nulo tiene una cantidad finita de divisores.
Proposicién 6.8. Sea n € Z, n # 0. El conjunto de divisores de n es finito. Mds atin,
Div(n) C [—n,n].
Demostracién. Sia esun divisor de n, entonces por el lema anterior |a| < |n|. Los enteros

con médulo menor o igual que |n| son todos los de [—n, n]. Luego a € [—n,n]. O

Nota. Laidea intuitiva de que un divisor a de un entero b es “mas chico” que b es correcta
sila nocién de “maés chico” estd dada por el valor absoluto. Es decir, a es “més chico” que
bsi|a| < |b].

Ejemplos.

(1) Div(5) = {+1, +5}.

(2) Div(6) = {+1,+2, +3, +6}.

(3) Div(12) = {1, 42, 43,44, 46, £12} = Div(—12).

(4) Como 6 | 12, entonces Div(6) C Div(12). En este caso, Div(12) — Div(6) = {+4, +12}.
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6.1.2. Los niumeros primos

Todo entero b # 0, y distinto de 1 y de —1, tiene por lo menos 4 cuatro divisores distintos:
1, -1, by —b; dos positivos y dos negativos (cuidado! —b no es necesariamente negativo).
Estos son los divisores triviales. Algunos enteros tienen ademés otros divisores; éstos se
llaman divisores propios.

Hay enteros que no tienen divisores propios, sélo tienen los obvios, como por ejemplo
el2,el3,el17 y el 47, y luego también el —2, el —3, el —17 y el —47. En cambio el 4, el 12,
el 36 y el 100 tiene divisores propios.

Definicién. Un entero p se dice primo, si es positivo y tiene exactamente cuatro divisores,
es decir
Div(p) = {£1, +p}.

Un entero se dice compuesto si no es primo.

Observaciones.

(1) El1no es primo (pues tiene sélo 2 divisores).
(2) E10no es primo (pues tiene infinitos divisores).

(3) Sipy ¢ son primos distintos, entonces p { ¢ y ¢ 1 p. Dicho de otra forma, si p y ¢ son
primos y p | ¢ entonces p = g.

Los ntimeros primos son sumamente importantes no sélo en aritmética y en el alge-
bra en general, sino en toda la matemética. Denotaremos por [P al conjunto de nimeros
primos.

Damos a continuacién la lista de los primeros niimeros primos, los menores que 100.

Los PRIMOS MENORES QUE 100

2 3 5 7 11
13 17 19 23 29
31 37 41 43 47
53 59 61 67 71
73 79 83 89 97

Todos los nimeros naturales pueden construirse a partir de una tinica pieza fundamen-
tal sila herramienta es la suma. Con el 1 y la suma construimos todos los naturales. Ahora,
si la herramienta es el producto la situacién es distinta. Con el 2 podemos construir el 2, el
4, el 8, el 16 y todas la potencias de 2 pero ningtin otro natural. Lo mismo sucede si se nos
permite usar un sola pieza. Como no pudimos construir el 3, lo agreguemos como pieza
permitida. Ahora, con el 2 y con el 3, podemos construir (usando el producto):

2, 3, 22 =4, 2.3 =6, 23 =38, 32 =09,

192



6.1 Divisibilidad R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

22.3 =12, 2t = 16, 2.32=18,...

Esta claro que no construiremos todos. No pudimos construir el 5, el 7 ni el 10. Necesita-
mos maés piezas. La proxima a agregar deberia ser el 5, el primer natural que no pudimos
construir con el 2 y el 3; luego quiza debamos agregar el 7. De todas formas no debemos
apurarnos. Por ejemplo, no deberiamos agregar el 10, hasta ver si lo podemos construir
con las nuevas piezas agregadas. De hecho esto es lo que sucede ya que 2 - 5 = 10.

Una observacién importante es que los nimeros primos no se pueden construir multi-
plicando otros. La tinica manera de escribir a un primo p como producto de dos nameros
(positivos) es p = 1 - p. Luego, debemos incluirlos a todos como piezas para construir
naturales.

Hay una forma muy bonita de pensar a los enteros graficamente, como rectdngulos
formados por cuadraditos unidad. Por ejemplo, para los primeros naturales tenemos

2=[11], s8=[1T]} 4=2=—— 5=[1[TT}
6=2-3= ,o T=LLITTITT) 8=24= 7
9=3"=1171 10=2-5= oo W= [TTTTITTIT]
12=2-6= 6 12=3-4=

De este modo, es claro que los niimeros primos corresponden exactamente con aquellos
nimeros que sélo pueden ser representados como una sola fila. Luego, 2, 3,5, 7 y 11 son
primos (ya sabemos).

La pregunta que surge naturalmente es la siguiente:
Pregunta. ;Son suficientes los ntimeros primos?

Respuesta. Si. Todo natural se puede escribir como producto de ntimeros primos.

Tomemos un entero positivo b cualquiera; éste pueder ser primo o no. Si es primo, sus
unicos divisores positivos son 1 y b. Si no lo es, hay por lo menos un divisor positivo
propio ¢ # 1,b y luego también otro divisor propiodconb =cdy 1 <c<b, 1 <d <b.
Tanto ¢ como d pueden ser primos o no. Si alguno no es primo, tiene un divisor propio
y se factoriza como producto de dos naturales menores. Si continuamos este proceso de
factorizacién, como los factores son cada vez més chicos y siempre mayores que 1, en algtin
momento tendremos una factorizacién de b como producto de factores todos primos. Méas
adelante escribiremos una demostraciéon inductiva completa de este hecho.

Nota. Esto es una parte del Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA), la existencia de
una tal factorizacién; la otra parte afirma que ésta es tinica (salvo el orden de los factores).
Probar la unicidad es mads dificil y requiere algtin resultado extra sobre nlimeros primos
que probaremos més adelante.

Hay muchas preguntas naturales que uno puede hacerse sobre los niimeros primos,
aunque en realidad la mayoria son muy dificiles.

193



6.1 Divisibilidad R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

¢Coémo son los primos?

(Cuales son? ;Se conocen todos los primos?

¢Cuéntos ntiimeros primos hay?

¢Los podemos describir, hay alguna férmula para esto?

Dado un entero cualquiera, muy grande, ;se puede decidir si es primo o no?

Dado un ntimero compuesto, ;como encontrar sus factores primos?

La criba de Eratdstenes

Eratéstenes concibi6 alla por el afio 255 a.C este método sistematico para encontrar todos
los ntimeros primos entre el 2 y un natural n dado . El método consiste en:

(1) Escribir en una cuadricula todos los naturales desde el 2 hasta el n.

(2) Marcamos el 2 que es primo y a continuacién tachamos todos los multplos de 2 que,
siendo mdltiplos de un natural distinto de 1, no son primos.

(3) El primer natural despties del 2 que sobrevivié sin tachar es el 3; lo marcamos como
primo.

(4) Ahora tachamos todos los mdltiplos de 3 y al terminar marcamos como primo al pri-
mer natual mayor que 3 sin tachar: el 5.

(5) Continuamos de la misma manera hasta agotar la cuadricula.

El criterio de la raiz

A continuacién mostramos todos los primos menores que 1000. Son exactamente nnn.

Terminamos esta seccion considerando 10 problemas sobre divisibilidad.

Problemas.

(1) ;Escierto quesia | bc, entoncesa |bda | c?
(2) Determinar todos los divisores de 60.

(3) ¢Es 29 primo? ;Y 5177

"Cribar: Separar las partes menudas de las gruesas de una materia. Seleccionar o elegir lo que interesa.
Criba: Utensilio consistente en una lamina agujereada o una tela sujeta a un aro de madera, que se emplea
para separar granos de distintos tamafios o cosas similares.
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Cuadro 6.1: Los PRIMEROS 100 PRIMOS

2
53

3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47
5 61 67 71 73 79 8 8 97 101 103 107 109 113

127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197
199 211 223 227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359 367 373 379
383 389 397 401 409 419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499 503 509 521 523 541

(4) Mostrar que 4" — 1 es divisible por 3 para todon € N.

(5) (VoF:n|3"+1, paratodon € N?

(6) ;Cudl es el menor natural que es divisible por 6 y por 15?

(7)

¢Existe algtin entero que tenga exactamente 8 divisores positivos? ;Y alguno con exac-

tamente 5?

(8) Sim,n € Ny m < n, entonces m | n!.

©)
(10)

¢Bs 32+l 4 9n+2 myiltiplo de 7, Vn € N?

Dados 0 < a,b,c < 9 sea x el nimero abc escrito en notacién decimal. Mostrar que
9| abc— (a+b+c).

Soluciones.

)

)

Para simplificar la situaciéon pensemos que a, b y ¢ son todos naturales. Consideremos
una situacién facil en la que a | be, supongamos por ejemplo que a = be. ;Debera
ser que a | b 6 a | ¢? Sila respuesta fuera si, en particular tendriamos que a > b 6
a > c. Siendo a = bc esto no es general posible. Todo esto nos hace sospechar que la
respuesta es NO. Un ejemplo basta. Tomemos a = 6 =2 x 3,b = 2y ¢ = 3. Listo.

Sabemos que basta determinar los divisores positivos. Si a | 60, 60 = a - b para algtin
by asi b también es divisor de 60. Es decir los divisores de 60 (y de cualquier entero)
estdn apareados. Por ejemplo, 1 | 60 pues 60 = 1 - 60; luego 1 y 60 estan apareados.
Continuemos 2 | 60, pues 60 = 2 | 30 y asi 30 es otro divisor de 60. Notemos que a
medida el primer divisor crece, el segundo decrece. Tenemos que 3 | 60 y 4 | 60, ya
que 60 = 3-20y 60 = 4 - 15. Por lo pronto ya tenemos que {1, 60, 2, 30, 3, 20,4, 15} son
todos divisores positivos de 60. Continuemos. 5 | 60 y 6 | 60 pues 60 = 5-12 =6 - 10.
Ahora, 7, 8 y 9 no son divisores de 60. El 10 si es divisor, pero ya apareci6 junto con el
6. Ademads no es necesario seguir revisando si los mayores que 10 son divisores pues
los que si lo son ya aparecieron apareados con otro divisor menor que 10. Hemos
terminado. Concluimos que

Div(60) = {1, +2, £3, +4, +5, 46, +10, 12, £15, +20, +:30, £60}
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(3) Busquemos divisores positivos de 29, distintos de 1 y 29. Si encontramos, 29 no es
primo. Sino encontramos, 29 es primo. El2no dividea29,niel 3,niel 4, niel 5, pues 29
no estd la tabla de ninguno de estos nimeros. No es necesario continuar revisando el 6
(o los mayores) que ya de ser divisor estaria apareado con otro divisor necesariamente
menor (que ya revisamos) pues 6 x 6 = 36 > 29. Conclusién: 29 es primo.

Para analizar el 517 procedemos de la misma manera que con el 29 observando que
deberiamos revisar hasta el 22, pues 23 x 23 = 529. Empecemos. El 2 no divide a
517; luego podemos inmediatamente descartar como divisor al 4 ya que 2 | 4 y serfa
entonces divisor de 517. Con el mismo argumento descartamos al 4, al 6 y a todos los
pares. El 3 no divide a 517 pues 172 x 3 = 516 y 173 x 3 = 519, y luego 6 tampoco,
ni 9, ni 12, ni 15, ni 18, ni 21. El 5 no divide a 517 y por lo tanto tampoco el 10, el 15
o el 20. E1 7 no divide a 517, pues 73 x 7 = 511y 74 x 7 = 518 y asi tampoco el 14
ni el 21. Nos quedan por revisar el 11, el 13, el 17 y el 19. Ahora, el 11 si divide a 517,
pues si hacemos la divisén que aprendimos en la escuela resulta que 517 = 11 x 47
Conclusién: 517 no es primo.

(4) Estamos ante un enunciado tipico para intentar probarlo por induccién. Sin = 1,
4" —1 = 3y como 3 | 3 la afirmacién para n = 1 es verdadera. Ahora, supongamos
que 3 | 4”1 — 1 e intentemos deducir que 3 | 4" — 1. Para esto reescribimos 4" — 1
convenientemente de la forma:

4" 1 =4x4"1 - 1=B+1) x4 —1=3 x4 44l 1

Asi escrito 4" — 1 es la suma de dos sumandos ambos divisibles por 3, luego 4™ — 1
es divisible por 3. (El segundo sumando el divisible por 3 por hipétesis inductiva.) El
Principio de Induccién asegura que 4" — 1 es divisible por 3 para todo n € N.

(5) A diferencia del problema anterior, en este caso debemos decidir en primer lugar si
el enunciado es verdadero o falso. Si sospechamos que es verdadero intentaremos
prbarlo por induccién como hicimos con el anterior. Para poder formarnos una idea
empecemos a probar con los primeros naturales.

n=1=3"4+1=4 y 1|4 3
n=2=3"4+1=10 y 2|10 3
n=3=3"4+1=28 y 3}28

Listo, nada mds que hacer. La afirmacion es falsa.

(6) Losnaturales que son divisibles por 6 son sus multiplos (positivos): 6,12, 18, 24, 30, 36,
etc. Aquellos divisibles por 15 son: 15, 30, 45, 60, etc. Mirando estas dos listas vemos
que el menor natural que aparece en ambas es el 30. Luego es 30 el menor natural que
divisible por 6 y por 15.

(7) Sabemos que si d es un divisor de a, entonces todos los divisores de d son también
divisores de a. Buscamos un nimero a con no demasiados divisores, con exactamente
8 divisores positivos. Por lo tanto parece conveniente construir el nimero a a partir
de algunos pocos divisores d que tengan ellos mismos muy pocos divisores. Podemos
entonces comenzar con nimeros primos. Veamos que construimos con el 2 y el 3.
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(8)

©)

(10)

Ademds de 2y 3, tenemos 6 = 2 x 3, tenemos 12 = 2 x 2 x 3y tenemos 18 = 2 x 3 x 3.
Ahora 6 tiene 4 divisores positivos, 12 tiene 6 al igual que 18. Consideremos entonces
36 = 2 x 2 x 3 x 3. Pero 36 tiene 9 divisores positivos; nos pasamos. Intentemos con
3 primos distintos y consideremos 30 = 2 x 3 x 5. Excelente, 30 tiene 8 divisores
positivos.

Otra manera de buscar que no intentamos puede ser la de considerar un tinico primo.
Por ejemplo consideremos 2, 4 = 22,8 = 23, 16 = 2% etc. Los divisores positivos de
estos nimeros son faciles. Los de 4 son: 1, 2, 4. Los de 8 son: 1, 2, 4, 8. Los de 16 son:
1, 2, 4, 8, 16. Parece sencillo encontrar una potencia de 2 con 8 divisores positivos:
27 = 128 es la respuesta. Méas atin, asf podemos construir un ntimero con la cantidad
de divisores positivos que queramos, pues 2" tiene n + 1 divisores positivos.

En particular podemos entonces construir con un solo primo un ndmero con exacta-
mente 5 divisores positivos. Pero ahora, ;habrd alguno construido con 2 primos? La
respuesta es no; de la misma forma que el 6 tiene 4 y ya el 12 y el 18 tienen 6, todos los
nuimeros construidos con 2 primos distintos tienen la misma cantidad de divisores.
Esto quedaré totalmente claro més adelante.

Esto no es dificil. Recordemos que
nl=1-2-3---(n—=2)-(n—1)-n

es decir es el producto de todos los naturales menoreos o iguales que n. Como m > n,
m esté entre los factores y asi m | n!.

No es dificil verificar que las primeras instancias de esta afirmacién, para n pequefio,
son ciertas. En particular si n = 1 se afirma que 7 | 35. Por esto intentamos probar
la afirmacién por induccién. Corroborado el caso n = 1 hacemos el paso inducctivo.
Escribimos
32(n+1)+1 _|_ 2(n+1)+2 — 32n+132 + 2n+22 —
y restamos y sumamos 32”12 para obtener
— 32n+132 _ 32n+12 + 32”"(‘12 + 2n+22 — 32n+1(32 _ 2) + 2(32n+1 + 2n+2)

Los dos sumandos de la tltima expresién son divisibles por 7; el primero pues 32-2=
7y el segundo por hipétesis inductiva. Por lo tanto la afirmacién es védlida para todo
n € N.

El ntimero abc escrito en notacién decimal es el niimero
ax100+bx10+c
Ahora
ax100+bx104+c=ax994+a+bx9+b+c=(ax99+bx9)+ (a+b+c)
de donde se sigue que
abc — (a+b+c)=ax994+bx9=(ax11+b)x9

yasi9 | abc — (a + b+ ¢) como querfamos probar.
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6.2. El algoritmo de la divisién

e

Hemos introducido ya las nociones “ser divisor de”, “ser multiplo de” y “ser primo”.
Estas nociones forman parte de los cimientos de toda la artimética y del algebra.

Es importante recordar que las nociones “ser divisor de” y “ser multiplo de” son en
realidad una séla. En efecto, a es divisor de b si y sélo si b es mdltiplo de a. Esto es asi
pues asi lo definimos. Por lo tanto todo enunciado, propiedad o resultado sobre divisores
se corresponde con uno de multiplos y viceversa.

6.2.1. Conjuntos de multiplos

Dado un entero a, un multiplo de a es un entero m para el cual exsite un entero c con
m = ac. Reciprocamente, si c es cualquier entero, entonces m = ac es un multiplo de a. Se
sigue entonces que los multiplos de a, si a # 0, son infinitos. Mds atin, hay una biyeccién
natural con los enteros.

Dado a € Z, consideramos el conjunto de miiltiplos de a, que denotamos por /,. Tenemos
I, = {m: mesmultiplode a} = {ac: c € Z}.
La biyeccion entre entre el conjunto de los enteros e I, estd dada por
o : L — 1, k — ka,

es decir p,(k) = ak.

Es claro que Iy = {0} e I; = Z, y como todo multiplo de a es multiplo de —a y viceversa,
se tiene que

Los conjuntos de multiplos tienen una estructura interesante dada por las propieda-
des fundamentales contenidas en la proposicién que sigue. Entre ellas que la suma y el
producto de miultiplos de a son multiplos de a.

Proposicion 6.9. Dado un entero a, el conjunto de sus multiplos, 1,, tiene las siguientes propie-
dades:

(a) 0 €1,

(b) Sim,n € I,, entoncesm +n € I,.
(c) Sim e I, yn € Z, entonces mn € I,.
Demostracién.

(a) Como 0 = a0, entonces 0 € [,,.

(b) Sim,n € I,, entonces existen ¢, € Z tales que m = cay n = a. Luego, m +n =
ca+cda = (c+d)ayporlotantom+n € I,.

(c) Sim € I,, entonces existe ¢ € Z tal que m = ca. Luego, mn = (ca)n = (cn)a y asi
mn € I,.
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La prueba estd completa. O

Observacién. Las tres propiedades enunciadas en la proposicion estdn contenidas en las
Proposiciones 6.3 y 6.6. La primera propiedad es el inciso (d) de la Proposicién 6.3 y las
segunda y tercera son los incisos (c) y (e) de la Proposicién 6.6.

Nota. Un poco més adelante estaremos en condiciones de mostrar que estas propiedades
caracterizan a los conjuntos de multiplos *. Es decir, si A C Z tiene estas 3 propiedades,
entonces existe un a € Z tal que A = I,. Més atn, existe un tinico a > 0 tal que A = I,.

Ejemplo. Tomemos a = 2, 3,6 y comparemos los distintos conjuntos I, que resultan. Es
claro que Is C I y que I C I3. Ademds I = I3 N I5. Por otro lado, si b es tal que I3 C I,
entonces b = 3 0 b = 1; es decir no hay ningtn conjunto de multiplos entre I3 y Z.

%—0—+—0—+—0—+—0—+—0—+—0—+—0—%IQ

7 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

%—0—+—+—0—+—+—0—+—+—0—+—+—0—%I3

7 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

7 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Lema 6.10. Dados enteros a y b, a | bsiy solosi I, C I,.

Demostracién. Si a | b, b es multiplo de a (por definiciéon de multiplo). Luego, si ¢ es
multiplo de b, es también multiplo de a (ver Proposicién 6.6). Para todo ¢ € I, c € I, y asi
resulta que [, C I,.

Reciprocamente, si I, C I,, entonces en particular b € I,. Es decir b es multiplo de a, o
seaa | b. O

Observaciones.

(1) Como los divisores de un a dado son finitos, entonces toda sucesion I, C I,, C I,, C
. se estabiliza, es decir, a partir de algun momento los conjuntos son iguales; esto es
hay un j para el cual se tiene que I, = I,,,, para todo ¢ > j. Por ejemplo, si a = 60,
tenemos que
Iogp CIon C 1L, C L CL CI C...

o también
Ioo Cl30 C g CI3CI3CI3C ...

"Para el lector curioso: I, es lo que se llama un ideal del anillo Z.
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(2) Dado a existen sucesiones infinitas que nunca se estabilizan I, 2 1,, 2 I, 2 .... Por
ejemplo,

o también
I3 D Ig 2 I1g 2 I3 2 I7o 2 Taa 2 ...

6.2.2. La division entera

Dado un b, no nulo, el conjunto de sus multiplos tiene una estructura muy rica. Dos
multiplos de b se pueden sumar y multiplicar como ya vimos y cada multiplo tiene un
opuesto. Esto permite hacer aritmética con los multiplos de b.

Dados dos enteros a y b puede suceder que a sea multiplo de b o que no lo sea. Si lo es,
entonces a = ¢b, para algtn ¢. ;Qué podemos hacer o decir sino lo es? Podemos aproximar
a a por un multiplo de b. En este caso tendremos

a = aproximacién -+ error.

Cuanto mejor sea la aproximacién menor seré el error.
—— DIBUJO (con b positivo) —

Si a no es multiplo de b, entonces estéd entre dos multiplos consecutivos. Cualquiera de
éstos dos es una buena aproximacion, ya que el error (en valor absoluto) es menor que el
mismo b. Mdas atn la diferencia entre a y el menor de estos dos multiplo de b es positiva y
es menor que b. Esto nos permite expresar a a como un mdltiplo de b mds una correccién
(pequenia) positiva y menor que b.

Dados a 'y b > 0, si a no es mdltiplo de b, existen un ¢ y un 0 < r < b tales que

a=qb+r.

Notemos que si a si es multiplo de b, entonces r» = 0. Luego podemos afirmar que dados
ayb>0,existen gy 0 < r < b tales que

a=qgb+r.

También observamos que si b < 0, podemos proceder como antes con —b en lugar de by
afirmar que existen ¢ y 0 < r < —b tales que

a=qb+r.

Todo esto se puede expresar de manera unificada diciendo que dados a y b # 0, existen
enteros ¢ y r tales que
a=qgb+r, 0<r<lb.

Esta expresion de a en términos de b es la division entera de a por b, o de a dividido b. Luego
de algunos ejemplos daremos una prueba formal y completa de este hecho.
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Ejemplo. Calculemos la divisién entera de a = 26 por b = 7 (y las variantes con signos)
usando el conjunto de multiplos I,

Iy={...,—-35,—-28,—21,—14,-7,0,7,14,21,28,35,... }
(1) Dadosa =26y b =7, como 21 < a < 28 se tiene que 26 = 3 x 7+ 5.
(2) Paraa = —26yb="7,como —28 < a < —21 se tiene que —26 = (—4) x 7+ 2.
(3) Dadosa =26y b= —7,como 21 < a < 28 escribimos 26 = (—3) x (=7) + 5.
(4) Por dltimo,sia = —26y b= —7,de —28 < a < —21 resulta que —26 =4 x (—7) + 2.

Una vez fijado el criterio para elegir la correccién r entre a y algin multiplo de b, tanto
g como r quedan univocamente determinados.

Notacién. g es el cociente de la divisiéon de a por by r es el resto de esa division.

El lema y el teorema que siguen por un lado establecen la existencia y unicidad del
cociente y del resto y por otro sus demostraciones muestran como calcularlos. Para la
existencia del cociente y el resto es fundamental el hecho de que N es bien ordenado (ver
Teorema 5.18).

Lema 6.11. Dados dos enteros positivos a y b, existen enteros q y r, con 0 < r < b, tales que
a = gb+ r. Mds aiin, q y r son tinicos en estas condiciones.

Demostracién. Sea H = {n € N : nb > a}. H es no vacio, pues a + 1 € H; en efecto
a+1>aycomob > 0, se tiene que (a + 1)b > a. Sea h el primer elemento de H y sea
g = h — 1. Por ser h el primer elemento, se sigue que ¢ ¢ H, es decir ¢b < a < hb =
(g +1)b = gb+b. Luego si r = a — ¢b, tenemos que a = ¢b + r y ademas que 0 < ry
r < bcomo queremos. Por tltimo, supongamos que a = gb+1r = ¢'b+71" con 0 < r, 7’ < b.
Entonces (¢ —¢')b = r’ —r, es decir ' —r es un maltiplo de b. Como 0 < ' < by 0 < r < b,
tenemos que 0 > —r > —by luego que —b < ' —r < b. Siendo 0 el tinico multiplo de b en
estas condiciones resulta que 7’ — r = 0, es decir ' = r y luego, dado que b # 0, resulta
también que ¢’ = ¢. O

Teorema 6.12. Dados a y b enteros cualesquiera con b # 0, existen enteros qy rcon 0 < r <
|b| tales que a = gb + r. Mds aiin, en estas condiciones q y r son 1inicos.

Demostraciéon. La unicidad de g y r se sigue de la misma manera que en el lema anterior.

Para la existencia notamos primero que sia = 0, ¢ = 0y r = 0 satisfacen que a = gb+7;
luego consideramos por separado los 4 casos que resultan segtn sean a y b positivos o
negativos, observando que el caso a > 0y b > 0 ya fue considerado en el lema anterior.
En los 3 casos restantes recurrimos al primero.

a > 0yb < 0:dividimos a por —b; asi existen ¢’ y 0 < r < —b = |b| tales que
a = ¢'(—b) + r. Reescribiendo a = (—¢)b + r vemos que ¢ = ¢’ y r son los buscados.
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a <0yb<0:como —b > 0 dividimos —a por —b; asi existen ¢' y 0 < ' < —b tales
que —a = ¢'(=b) + 1/, esdecira = ¢'b —r'.Sir’ = 0 elegimosq = ¢ yr =r" = 0.
Si0 <1’ < —b, tenemos que a = ¢'b —r’ con b < —r’ < 0. Sumando y restando b
resultaquea =q¢b+b—b—1r" = (¢ +1)b+ (-b—1")con0 < —b—1" < —b=|b|.
Luego elegimos g =¢ +1yr=—b—1r'.

a < 0yb> 0:dividimos —a por b; asi existen ¢' y 0 < 7’ < b tales que —a = ¢'b+ 1/,
es decira = —¢'b—1".Sir’ = 0elegimos g = —¢' yr=r"=0.5i0 < r' < b, es decir
si —b < —1’ < 0, sumamos y restamos b para obtener que a = —¢'b—b+b—1r' =
(= —1)b+ (b—7r").Como0 <b—1" <belegimosqg=—¢ —1yr=>b—1r".

La prueba estd completa.
O

Antes de hacer varias divisiones enteras en los ejemplos que siguen, pensemos un mi-
nuto sobre cémo proceder. La demostracién del lema muestra que, en el caso en que a > 0
y b > 0, el cociente g es tal que ¢b es el menor de los multiplos de b que son mayores o
iguales que a. Para encontrarlo podemos comenzar inspeccionando los primeros multi-
plos de b e ir avanzando hasta encontrar el primer multiplo de b que supera a a; en ese caso
el multiplo buscado es el inmediato anterior. La demostraciéon del teorema muestra que
cualesquieran sean a y b, no necesariamente positivos, podemos hacer la divisién entera
de a por b empezando con la divisién entera de |a| por |b|. Notemos que también en el
caso general podemos encontrar el cociente comenzando con los multiplos pequefios de b
y avanzar en una u otra direcciéon segiin sea el caso hasta encontrar el multiplo adecuado.
Pasemos a los ejemplos.

Ejemplos. Dividir 103 por £7 y —103 por +7.

(1) Los primeros 4 multiplos positivos de 7 son: 7, 14, 21, 28. Conocemos algunos multiplo
mas grandes como el décimo y el tindecimo: 70, 77. Continuemos a partir de ahi hasta
superar a 103:

70, 77, 84, 91, 98, 105

El maltiplo que nos interesa es 98, el decimo cuarto multiplo de 7. Asi el cociente es
g=14yelrestoesr =103 — ¢ x 7= 103 — 98 = 5. Terminamos

103 =14 x7+5

(2) Para dividir 103 por —7 miramos lo que ya sabemos: 103 = 14 x 7 + 5. Debemos hacer
aparecer el —7. Por lo tanto escribimos

103 = (—14) x (=7) +5
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(3) Para dividir —103 por 7 empezamos con 103 = 14 x 7+5. Luego —103 = (—14) x 7—5.
Debemos hacer una correccién, pues —5 no es un resto posible. Para esto sumamos y
restamos 7. Asi —103 = (—14) x 7—7+ 7 —5 = (—15) x 7+ 2. Listo

~103 = (—15) X 7 +2

(4) Paradividir —103 por —7 empezamos con 103 = 14 x 7+5. Luego —103 = 14 x (—7)—5.
Como antes sumamos y restamos 7 para obtener —103 = 14 x (—=7) =74+ 7 -5 =
15 x (=7) + 2. Conclusién
—103 =15 x (=7) +2

Ejemplos. Mas ejemplos en los que hacemos la divisién entera directamente. Dividir 58
por —8, =37 por 5y —46 por —6.

(1) Como —8 < 58 consideramos los multiplos mayores que —8 empezando por —8, 0,
8 =(—1) x (-8),16 = (—=2) x (—8), etc.:

-8, 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64
El maltiplo buscado es 56. Asi

58 = (=7) x (—8) +2

(2) Como —37 < 5 consideramos los multiplos de 5 menores que 5 empezando por 5, 0,
—5=(—1) x5, —-10 = (—2) x 5, etc.:

5,0, -5, —10, —15, —20, —25, —30, —35, —40
El maltiplo buscado es —40 pues —40 < —37 < —35. Asi

—37=(-8) x5+3

(3) Como —46 < —6 consideramos los multiplos de —6 menores que —6 empezando por
—6, —12 =2 x (—6), —18 =3 x (—6), etc.:

—6, —12, —18, —24, —30, —36, —42, —48
El maltiplo buscado es —48 pues —48 < —46 < —42. Asi

—46 =8 x (—6) + 2
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Ejemplos. En los ejemplos anteriores hemos dividido un ntimero grande, en valor abso-
luto, por otro mas chico, en valor absoluto. Y es esta la situacién que nos representamos
en la mente cuando pensamos en dividir. Pero, ;como se divide un ndmero chico por uno
grande? De la misma forma en que se dividen dos nimeros cualesquiera.

(1) Dividamos 5 por 17. ;Cudl es el multiplo de 17 menor que 5 y mas préximo a 5? Es el
0. Luego
5=0x17+5

(2) Dividamos —3 por 17. En este caso el multiplo de 17 menor que —3 més préximo a —3
es —17. Por lo tanto
—3=(-1)x17+14

Las siguientes preguntas muestran a la divisién entera como una herramienta ttil para
atacar problemas que involucran enteros.

Problemas.

(1) ¢Existe algin natural n tal que n? + 1 sea divisible por 25?

(2) ¢Existe algtin natural n tal que n? + 1 sea divisible por 4?

(3) Exhibir varios pares de naturales consecutivos cuyo producto no sea divisible por 6.
(4) Mostrar que el producto de 3 naturales consecutivos es siempre divisible por 6.

(5) ;Tiene la ecuacién 2n? — 1 = 3(m + 1) alguna solucién entera?
Soluciones.

(1) Buscamos un n tal que n? + 1 sea mdltiplo de 25, es decir tal que n?

de 25 menos 1. Listemos los primeros multiplo de 25:

sea un multiplo

25, 50, 75, 100, 125, 150
y todos estos les restemos 1:
24, 49, 74, 99, 124, 149

¢Hay entre éstos alguno que sea un natural al cuadrado? Si, por suerte si: 49 = 72. Por
lo tanto elegimos n = 7. ;Habra otro?

(2) La pregunta es muy similar a la anterior. ;Tendremos la misma suerte? Listemos di-
rectamente los primeros multiplos de 4 menos 1:

3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55
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Nada hasta ahora. Algunos mas:
59, 63, 67, 71, 75, 79, 83, 87, 91, 95, 99

No hay suerte. Quiza no haya un tal n. Intentemos demostrar que no hay ningtn na-
tural asi. La divisién por 4 estad presente en el enunciado mismo de la pregunta. Esto
nos lleva a considerar la division entera de n por 4. Es decir, consideramos todas las
posibilidades para n dividido por 4, que son 4, dado que hay 4 resto posibles: 0, 1, 2,
3. Procedemos caso por caso.

n = 4m. Luego n? + 1 = 16m? + 1 = 4 - (4m) + 1. Esta expresién es la divisién
enterade n?+1 por 4; como el restoes 1, n? + 1 no es divisible por 4 en este caso.
n=4m+ 1. Luegon®? +1=16m? +8m + 1 +1 =4 (4m? + 2m) + 2. Se sigue
que en este caso n? + 1 tampoco es divisible por 4.

n=4m+ 2. Luegon?+1=16m? +16m+4+1=4-(4m? +4m +1) + 1. No
divisble por 4.

n = 4m + 3. Luegon? + 1 = 16m? + 24m + 9+ 1 = 16m> + 24m + 8 + 2 =
4 - (4m? + 6m + 2) + 2. No divisible por 4.

En todos los casos posibles para n resulté que n? + 1 tiene resto 1 0 2 en la division
por 4. Por lo tanto no existe un n como el buscado.

(3) Comenzamos calculando.

—_

n(n+1)

2

6

12

20

30
42

56

72

90

© 0 N o Ul W N+

O 00 I O O & W N R~ |3
X X N X X N X% % N

—_
(e}

Sin mucho esfuerzo hemos encontrado ya 3 pares como los buscados. Al mismo tiem-
po vemos que hay muchos pares de naturales consecutivos cuyo producto si es divi-
sible por 6. ;Sera posible describir cuéles son?

(4) Observamos primero que si un ntimero es divisible por 2 y por 3, entonces es divisible
por 6. (Recordamos que esto no se puede generalizar: 4 | 12y 6 | 12, sin embargo
24 t 12.) En efecto, si 2 | ny 3 | n, entonces n = 2a y n = 3b. Asi tenemos que
2a = 3b = 2b+ b, de donde se sigue que 2 | 2b+ by como 2 | 2b entonces 2 | b. Es decir
b =2cyluegon = 3b = 3(2c) = 6e¢.
Veamos ahora que el producto de tres naturales consecutivos n(n + 1)(n + 2) es divi-
sible por 2 y por 3.
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Sin es par, es decir si n = 2m, el prodcuto n(n + 1)(n + 2) = 2m(n + 1)(n + 2
es par. Si n es impar, es decri si n = 2m + 1, el producto n(n + 1)(n + 2) =
n(2m+2)(n+2) = 2n(m + 1)(n + 2) es par.

Dividimos n por 3 y llamamos p al producto n(n + 1)(n + 2). Sin = 3m, el
producto p es multiplo de 3 oues el primer factor es multiplode 3. Sin = 3m +1,
el tercer factor de p es multiplo de 3 y luego p es multiplo de 3. Sin = 3m + 2, el
segundo factor de p es multiplo de 3 y asi p es mdltiplo de 3.

(5) Podemos probar suerte un rato buscando pares de enteros n, m que satisfagan la ecua-
cién propuesta (de hecho es muy bueno que cada uno lo haga). Al mismo tiempo
podemos intentar probar que no hay solucién alguna.

El miembro derecho de la ecuacién en cuestion es divisible por 3, cualquiera sea m.
Luego si el miembro izquierdo no es nunca divible por 3, la ecuacién no tiene solucién.
Veamos que es asi.

Sin = 3m, entonces
2n?—1=2-9m* —1=3-6m* —3+3—-1=3-(6m*—1)+2.

Sin = 3m + 1, entonces

m?—1=2-(9m*+6m-+1)—1=18m? +12m +2—1 =3 (6m? +4m) + 1.

Sin = 3m + 2, entonces

2n? —1=2-(9m? +12m +4) — 1 =18m* +24m +8 — 1
=18m* +24m +6+1=3- (6m* +8m +2) + 1.

En todos los casos, el resto en la divisién por 3 de 2n? — 1 es distinto de 0.

6.3. Numeros primos y factorizacion

Ya observamos que todo entero positivo se puede expresar como producto de ntimeros
primos. El proceso de factorizacién comienza encontrando divisores propios del ntimero
dado y luego divisores de los divisores, etc.

El ntiimero a = 8.701.110 no es primo; 10 es uno de sus divisores y 55 es otro. Si comen-
zamos dividiendo por 10 y luego continuamos dividiendo algunos de los factores que
aparecen podemos obtener, por ejemplo,

8.701.110 = 10 x 870.111 =10 x 51 x 17.061
= 10 x 51 x 47 x 363
= 10 x51 x47x11x 33

o también

8.701.110 = 10 x 870.111 =10 x 3 x 290.037
10 x 3 x 17 x 17.061

10 x 3 x 17 x 121 x 141

= 10x3x17x121 x 141

206



6.3 Nimeros primos y factorizacién R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

Sicomenzamos dividiendo por 55 y luego continuamos dividiendo algunos de los factores
que aparecen podemos obtener, por ejemplo,

8.701.110 = 55 x 158.202 = 55 x 2 x 79.101
= 5HHhx2x11x7.191
= BHhx2x11x17 x 423
= 5hXx2x11x17x3x 141

o también

8.701.110 = 55 x 158.202 =55 x 94 x 1.683
= 55 x94x9x 187
= HH X9 x9x11x 17

Todas estas factorizaciones son distintas, aunque algunos factores aparecen en mas de
una. Ahora como no todos los factores son primos, podemos seguir dividiendo.

8.701.110 = 10 x 870.111 =10 x 51 x 17.061
= 10 x 51 x 47 x 363
= 10x51 x47x11x 33
= 2x5Xx3Ix17Tx47x11 x3 x11

8.701.110 = 10 x 870.111 =10 x 3 x 290.037
10 x 3 x 17 x 17.061

10 x 3 x 17 x 121 x 141

= 10x3x17x 121 x 141

= 2Xx5x3x17Tx11x11 x3 x47

8.701.110 = 55 x 158.202 = 55 x 2 x 79.101
= b5 x2x11x7.191
55 x 2 x 11 x 17 x 423
55 x 2 x 11 x 17 x 3 x 141
= Hx11x2x11x17x3x3x47

8.701.110 = 55 x 158.202 = 55 x 94 x 1.683
= 55 x94x9 x 187

95 %94 x9x11x17

DX 11 x2x47Tx3x3x11x17

Notablemente en estas factorizaciones aparecen exactamente los mismos factores, aunque
no en el mismo orden; pero dada la conmutatividad del producto podemos reordenar los
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factores para que todas estas factorizaciones sean idénticas. Esta claro que ahora si todos
los factores son primos.

Esta lista de primos asociada a 8.701.110 es como su ADN. Desde luego no hay nada es-
pecial en este nimero. Todos los naturales tiene su ADN que los identifica univocamente.

Teorema 6.13 (Teorema fundamental de la aritmética). Todo niimero natural n distinto
de 1 es el producto de niimeros primos. Los factores de esta factorizacion estdn univocamen-
te determinados por n y en particular esta factorizacién resulta tinica, salvo el orden en que
aparecen los factores.

Ye hemos bosquejado la prueba de la existencia de una tal factorizacién, que ahora escri-
bimos formalmente. Destacamos que para probar unicidad de la misma, necesitamos una
propiedad fundametal de los nimeros primos que presentamos en la préxima seccién.

Lema 6.14. Todo niimero natural, distinto de 1, es divisible por un primo.

Demostracién. (Por induccién) El12 es primo y luego 2 es divisible por un primo. Supon-
gamos ahora que todo natural k£ < n es divisible por un primo y veamos que todo natural
k < n + 1 es también divisible por un primo. Se tiene que n + 1 puede ser primo o no.
Si es primo, es divisible por un primo, luego todos los k& < n + 1 son divisibles por un
primo. Si no los es, entonces tiene al menos un divisor propio, esto es existen ¢, d € N, con
n+1=cdyc,d <n+1.Siendo c,d < n, por hipétesis inductiva se sigue que ¢ (y también
d) es divisible por un primo p; comop | cy ¢ |n+ 1, entonces p | n + 1. O

Proposicién 6.15 (Existencia en el TFA). Todo niimero natural admite una factorizacion como
producto de niimeros primos.

Demostracion. 0O

Como hemos visto la existencia de la factorizaciéon de un natural como producto de
primos, se sigue facilmente del Lema 6.14 que asegura que todo natural es divisible por
al menos un primo, cosa que es inmediata de la definicién de nlimero primo como vimos.

De este hecho elemental, se sigue la existencia de muchos nimeros primos. Esto no quie-
re decir que conozcamos muchos primos, ni que podamos describirlos. Estos son algunos
de los misterios més antiguos y fascinantes de la matemaética.

Teorema 6.16 (Euclides). Existen infinitos niimeros primos.

Demostracién. Supongamos que hay un ndamero finito de ntiimeros primos, digamos
P1, - - -, Pn. Consideremos el nimero

N =pip2---pp + 1L

Como N > 1, N tiene un divisor primo p. Luego, p = p; para algin 1 < ¢ < n. Luego p
dividea N ya N — 1, de donde p divide a 1, absurdo. O

Existen mas de 150 pruebas de esta hecho en la literatura, aunque algunas pruebas no
son tan elementales como la de Euclides. Nosotros damos nuestra propia prueba.
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Demostracién alternativa. Supongamos que el conjunto de ndmeros primos P fuera fi-
nitoyseap; =2 <py =3 <p3=5<--- < p, todos ellos. Consideremos los niimeros

Nt=p-ppo1+1, N =pj-pypq1—1L

Podemos asumir que n > 3, pues sabemos que 2, 3 y 5 son primos. Los niimeros N +>9
tienen un divisor primo, que no puede ser ninguno de los primos p1,...,pn—1. Asi, la
Unica posibilidad es que p = p, y, por lo tanto, p, | Nt — N~ = 2. De este modo p; =
.-+ = pp = 2. Luego, si P es finito entonces P = {2}. Pero 3 es un primo distinto de 2, una
contradiccién. Luego, IP es infinito. O

6.4. El maximo comun divisor

Dados dos enteros a y b, alguno de ellos no nulo, el conjunto de divisores comunes, es un
conjunto no vacio y finito. Esto es asi ya que el conjunto de divisores de cualquier entero no
nulo contiene al 1y es finito. El mayor de estos divisores comunes tiene un rol destacado
en la aritmética entera. En esta seccién aprenderemos a calcularlo y presentaremos sus
propiedades fundamentales.

Ejemplos. Determinamos por inspeccién el mcd en varios casos. Como 1 es siempre
divisor comuin basta considerar los divisores positivos comunes.

divisores positivos divisores comunes | mecd
a=12 {1,2,3,4,6,12} {1,2,3,6} 6
b=-30 | {1,2,3,5,6,10,15, 30}
a=15 {1,3,5,15} {1} 1
b=28 {1,2,4,7,14, 28}
a=—38 {1,2,4,8} {1,2,4,8} 8
b=24 | {1,2,3,4,6,8,12,24}

Definicién. Dados dos enteros a y b no simultdneamente nulos, el mdximo comiin divisor
de a y b, es el mayor de los divisores comunes de a y b.

Notacién. El médximo comun divisor de a y b se denota por (a, b) o también por mcd(a, b).
Luego, podemos escribir
(a,b) = méx{Div(a) N Div(b)}.
Definicién. Dos enteros se dicen coprimos, si (a,b) = 1.
Entre las propiedades bésicas del mcd, inmediatas de su definicién, se tienen:
(a,b) > 1.

(a,b) = (b,a).
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(1,a) = 1y (0,6) = [b].
(a7 b) = (’a‘a |b‘> yen particular (a7 b) = (—CL, b) = (CL, _b) = (_aa _b)
Dados dos enteros a y b, no simultdneamente nulos, se tiene que

a b
(@) 7 (@b

son enteros (y resultan coprimos, como veremos mds adelante).

6.4.1. Combinaciones lineales enteras

Una propiedad muy ttil del mcd(a, b) es la de escribirse como combinacion lineal entera
de a y b. Es decir, d = (a, b) se puede escribir como

d = ma + nb,

para algunos enteros m y n.

Por un lado esté claro que todo entero e = ra + sb es un multiplo de d = (a,b) ya que
comod |ayd|bluegod | rayd| sby finalmente d | e. Ahora no todo e = ra + sb es
divisor comdn de a y b; por ejemplo e = (—5) X 2+ 5 x 3 = 5y 5 no es divisor de 2 ni
de 3. Sin embargo, el menor natural e que se puede escribir de la forma e = ma + nb si
es un divisor comtn de a y b y notablemente es el mayor de ellos, es decir es el igual al
mcd(a, b). Por ejemplo 1 = (—1) x 241 x 3 = (2, 3). Es bueno notar que un mismo e puede
escribirse de distintas formas como combinacién lineal entera de dos enteros a y b dados.

Ejemplos.
1) (2,3)=1=(-1)x2+1x3=(2,3)=(-2) x4+3x3=11x2+ (=7) x 3.
(2) (33,105) =3 =6 x 105 —19 x 33 = —5 x 105 + 16 x 33.

Proposicién 6.17. Dados dos enteros a y b, no simultineamente nulos, el mcd(a, b) es el menor
natural que se escribe como combinacién lineal entera de a y b.

Demostracién. Sea e = ma + nb el menor natural que es combinacién lineal entera de a
y b. Veamos primero que e es un divisor comun de a y b. Dividiendo a y b por e, existen
(Gnicos) enteros p, q, 7, s tales que

a=qe+r, 0<r<e,
b=pe+s, 0<s<e.
Sir #0,
r = a-—qe
= a— q(ma + nb)

a — gma — qnb

— (1-gm)a— qnb,
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lo que contradice el hecho de ser e la menor combinacién lineal entera de a y b. Luego,
r = 0. Andlogamente, sale que s =0yasie|aye|b.
Ademads, e es el mayor de los divisores comunes de a ybyaquesi f | ay f | b, entonces
fley f <e. Porlo tanto e = mcd(a, b). O
Esta proposicion tiene varias consecuencias importantes de distinta indole.
Consecuencia 1: Sobre un nimero dividiendo a un producto de dos niimeros.

Sabemos que, en general, si a divide a un producto bc no es cierto que a divide a alguno
de los factores. Sin embargo, si a es coprimo con uno estos factores, digamos b, entonces
si podemos asegurar que a divide al otro factor c.

Corolario 6.18. Sia | bc con a y b coprimos, entonces a | c.

Demostracién. Como (a,b) = 1 entonces existen r, s € Z tales que 1 = ra + sb. Multi-
plicando por ¢ tenemos ¢ = rac + sbc. Ahora, como a | be, be = at para algin entero ¢.
Luego

¢ = rac+ s(at) = a(rc+ st)

de donde se sigue que a | c. O

Consecuencia 2: Sobre cémo mostrar que dos niimeros son coprimos.

Si dados a y b logramos escribir al 1 como combinacién lineal entera de a y b, es decir
1 = ma + nb para ciertos enteros m, n, entonces a y b son coprimos, ya que 1 es el menor
de todos los naturales. De este hecho se sigue el siguiente corolario.

Corolario 6.19. Dados a,b € 7Z, no simultineamente nulos, ﬁ y ﬁ SON Coprimos.

Demostracién. Seanr, s € Z tales que (a,b) = ra + sb. Luego

1—7’L+3L
~ (ab)  (a,0)

Se sigue lo que queriamos probar. O

Consecuencia 3: Sobre el célculo efectivo del med.

Una consecuencia més de la Proposicién 6.17, es el siguiente resultado que muchas ve-
ces facilita el célculo del mcd.

Proposicion 6.20. Sean a y b enteros dados, no simultdneamente nulos. Entonces, para cualquier
enterom, (a,b) = (a,b + ma).

Demostracién. Sea d = (a,b). Entonces existen r, s tales que d = ra + sb. Ahora sea
r" = r — sm. Tenemos que

r'a+ s(b+ma) = (r — sm)a + sb+ sma = ra — sma + sb+ sma = ra + sb = d.

Es decir, d es una combinacién lineal entera de a y b + ma. Ademas, es la menor, pues es
en particular una combinacién lineal de a y b. O
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Consecuencia 4: Otra caracterizacion del mced.

En algunos textos el mcd se define de otro manera, equivalente a la que dimos en estas
notas. Esa definicién es la que estd contenida en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.21. Sean a y b enteros no simultineamente nulos y sea d = (a,b). Entonces d
satisface:

(@) dayd]|b
(b) sid esotroentero tal que d' | ay d' | b, entonces d’ | d.
Reciprocamente, si d es natural y satisface estas dos propiedades, entonces d = (a, b).

Demostracién. Siendo d divisor comtin de a y b, se tiene en particular que d | ay d | b.
Ademdés como d = ma +nb,sid |ayd | b, entonces d' | ma + nb, es decir d’ | d.

Ahora si d satisface (a) se sigue que es un divisor comtn de a y b y si satisface (b) se
sigue que d = |d| > |d'| > d' para cualquier otro divisor comun d'. Luego es el mayor de
los divisores comunes de a y b, es decir d = (a, b). O

6.4.2. El algoritmo de Euclides

Euclides (300 AC) propuso el siguiente algoritmo para calcular el med de dos naturales
a 'y b sin necesidad de conocer todos los divisores de a y b. Este algoritmo se basa en el
siguiente hecho.

Proposicion 6.22. Dados a, b enteros cualesquiera, no simultdneamente nulos, sean a = gb +r
la division entera de a por b. Entonces (a,b) = (b, 7).

Demostracién. Por la Proposicién 6.20 (a,b) = (b,a) = (b,a — ¢b) = (b, 7). O

Dado esto, para calcular el mcd de a y b (ambos positivos) dividimos el mas grande,
digamos a, por le més chico, b, y tenemos que (a,b) = (b,r), donde r es el resto. Ahora,
a < byr <b, por lo tanto hemos cambiado el par a, b por otro més chico. Iterando esto
encontraremos un par muy pequefio al que podamos calcularle el mecd facilmente.

Ejemplo. Veamos cémo funciona para a = 30855y b = 20475.

Dividimos 30855 por 20475: 30855 = 1 x 20475 + 10380. Luego d = (20475, 10380).
Dividimos 20475 por 10380: 20475 = 1 x 10380 + 10095. Luego d = (10380, 10095).
Dividimos 10380 por 10095: 10380 = 1 x 10095 + 285. Luego d = (10095, 285).
Dividimos 10095 por 285: 10095 = 35 x 285 + 120. Luego d = (285, 45).

Dividimos 285 por 120: 285 = 2 x 120 + 45. Luego d = (120, 45).

Dividimos 120 por 45: 120 = 2 x 45 + 30. Luego d = (45, 30).

Divimos 45 por 30: 45 = 1 x 30 + 15. Luego d = (30, 15).
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Dividimos 30 por 15: 30 = 2 x 15 4 0. Luego d = (15,0) = 15.

Este algoritmo requiere hacer la divisién entera de dos naturales. Para esto conocemos
un algortimo que aprendimos en la escuela que es més eficiente que el de buscar entre los
multiplos de uno de ellos uno que se aproxime al otro. Puede suceder que sea necesario
hacer muchos pasos antes de terminar con el mcd. Sin embargo, es sisteméatico y siempre
termina con el mcd.

Escribimos ahora el algoritmo descripto en el ejemplo para ser aplicado a cualquier par
a 'y b de enteros no simultdneamente nulos.

ALGOrITMO DE EUCLIDES

Paso 1. Podemos suponer que a,b > 0, tomando |a| y |b] y podemos suponer que
a>b.

Paso 2. Sia = b, entonces (a,b) = a. FIN
Paso 3. Sib = 0, entonces (a,b) = a. FIN

Paso 4. Sean a’ = a y V' = b. Dividimos o’ por b": @’ = ¢ x b’ + r.Si r = 0, entonces
(a,b) = (d,b') =¥. Fin

Paso 5. Se repite el paso anterior con o’ = b’ y b’ = r hasta terminar

6.5. El Teorema fundamental de la aritmética

Del primer corolario de la Proposicién 6.17 se sigue una propiedad fundamental de los
numeros primos: si un primo divide al producto de dos enteros, entonces divide al menos
a uno de ellos. Es decir, si p es primo, entonces

p | ab = pla 6 plb.
Esto no es cierto si p no es primo; 6 | 2,3, sin embargo 6 {2y 6 1 3.
Proposicién 6.23. Dados dos enteros a y by un primo p, si p | ab, entonces p | ad p | b.

Demostracién. Supongamos que p { a y veamos que entonces p | b. Comop { a y p es
primo, mcd(a, p) = 1, luego por el Corolario 6.18 existen m y n tales que 1 = ma + np, de
donde se sigue que b = bma + bnp. Como p | ab, p | bma 'y ademds p | bnp, luegop | b. O

Esta proposiciéon es fundamental para probar la unicidad en la descomposicién como
producto de primos de cualquier entero.
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Teorema 6.24 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo niimero entero no nulo
distinto de 1 6 —1 es el producto de niimeros primos si es positivo y es el producto de —1 por
un producto de niimeros primos si es negativo. Los distintos factores primos que aparecen y
sus multiplicidades son tinicos. Es decir, la factorizacion mencionada es tinica salvo el orden
de sus factores.

Demostracién. Basta suponer que a es natural.
Existencia: Se sigue directamente de la Proposicion 6.15.

UNicipaD: Sean a = py...pr Yy a = ¢ ...¢s dos factorizaciones de a como producto de
nameros primos, conr,s > 1. Debemos mostrar que r = sy que para cadal < i <r
existe un 1 < j; < s tal que p; = ¢;, donde j; # jj, sii # k. Hacemos esto por induccién
en el mayor de los naturales  y s, que podemos suponer sin pérdida de generalidad que
esr.

Paso1:Sir =1, entonces a =p1ya = qi,luegor =syp = qi.

Paso 2: Supongamos que r = n+ 1. Asia = p1...pppnr1ya =qi...gscons < n+ 1.
Ahora, py+1 | a, luego por el Lema 6.14 p,, 41 | g; paraalgin 1 < j < n + 1. Siendo ambos
primos, se sigue que son iguales, es decir p,4+1 = ¢;. Si j # s, permutamos en la segunda
factorizacion g¢; con g, y asi resulta que p,+1 = ¢s. Por la propiedad cancelativa se sigue
que

' =p1Pn=q Qo1

Tenemos ahora dos factorizaciones de a’ como producto de nameros primos, una con n
factores y otra con s — 1 factores, con n > s — 1. Por lo tanto, por hipétesis inductiva, se
siguequen = s — 1y queparacadal < i < nexisteun 1 < j; < s tal que p; = g;,, donde
Ji # Jjr sii # k. De esto se sigue que n + 1 = s y que para cada 1 < ¢ < n + 1 existe un
1 <j; < stalquep; = g;, donde j; # ji sii # k. O

El TFA tiene consecuencias profundas en la aritmética entera y también, por ejemplo,
en la estructura y aritmética de los reales, como muestran los siguientes problemas.

Problemas.

(1) Probar que el ntimero real v/2 es irracional.
(2) ¢Es posible caracterizar a los naturales n tales que /n es racional?
(3) Sin esun natural tal que 28 | n y 45 | n, entonces n > 1000.

(4) Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion 2n = 3m — 2.

Soluciones.

(1) Supongamos, por el absurdo, que v/2 es un ntmero racional; asi /2 = n/m para
ciertos naturales n,m. Luego v2m = ny 2m? = n? Es decir n y m satisfacen la
ecuacion entera.

2m? = n?.
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Pero esta ecuacién no tiene soluciones enteras. Esto es consecuencia directa del TFA.
En efecto en la factorizacién prima de 2m? el 2 aparece al menos con multiplicidad 1,
dependiendo si aparece o no en la factorizacién de m. Si la multiplicidad del 2 en m
es i, entonces la multiplicidad del 2 en m? es 2i. Por lo tanto la multiplicidad del 2 en
2m? es siempre impar. Sin embargo la multiplicidad del 2 en n? es siempre par.

(2) Si podemos decir exactamente cudles son los naturales n tales que /n es racional,
repitiendo el argumento usado con el 2. Supongamos que sqrtn = a/b, para ciertos
naturales a, b. Entonces,

n-b? =a’

Si p es un primo que aparece en la factorizacén prima de n, debe aparecer en la fac-
torizacién prima de a?; es ésta tltima a parece con multiplicidad par. Luego aparece
también en b*. Como en b* aparece con multiplicidad par, se sigue que en n aparece
con multiplicidad par. Asi es necesario que todas las multiplicidades de los primos
de la factorizacién de n sean pares. Ahora, ésto es también suficiente para que /n sea
racional, més atn, naturtal!

Podemos concluir entonces que /n es natural o irracional y es natural si y sélo si es
un cuadrado perfecto.

(3) Como 28 = 2%2.7,45 = 32-5yn = 28ay n = 45b, en la factorizacién prima de
n aparecen 22, 7, 3% y 5. Es decir n = 22 .7 .32 . 5 . m para algtin natural m. Como
22.7.3%.5 = 1260 se sigue que n > 1260 y en particular n > 1000.

(4) La ecuacién 2n = 3m — 2 es equivalente a la ecuacién 2(n + 1) = 3m. Cualquier
solucion de ésta satisface que 2 | my 3 | n+ 1. Asim = 2a, n+ 1 = 3by la ecuacién
se reescribe como 2 - 3b = 3 - 2a, es decir 6b = 6a. Todas las soluciones de esta tltima
son a = b. Luego todas la soluciones de la ecuacién original son de la forma

m=2a y n=3a—1

donde a es un entero cualquiera.

6.6. El minimo comtin multiplo

Dados dos enteros a y b no nulos, los conjuntos de sus multiplos, I, e I, son infinitos.
Siempre tienen interseccién no vacia, ya que ab € I, N I, y como si m € I, N I, entonces
—m € I, N I, esta interseccion tiene elementos positivos, es decir siempre hay multiplos
naturales comunes. Por el PBO (principio de buena ordenacién), existe un menor multiplo
comun de a y b. Si alguno, a o b, es igual a cero entonces I, N I, = {0}.

Definicién. Dados dos enteros a y b, el minimo comiin miiltiplo de a y b es el menor entero
no negativo que es multiplo de ambos.

Notacién. Denotamos al minimo comdn multiplo de a y b por [a, b] 0 mcm(a, b).
Entre las propiedades bésicas del mcm, inmediatas de su definicién, se tienen:

[a,b] = [b, a].
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[1,0] = [b] y [0, 6] = 0.
[a,b] = [|al, |b|] y en particular [a, b] = [—a,b] = [a, —b] = [—a, —D].
Proposicion 6.25. Si k es un miiltiplo comiin de a y by a,b # 0, entonces [a,b] | k.

Demostracién. Dividiendo k por [a, b] se tiene que k = ¢[a,b] + r, con 0 < r < [a,b].
Ahoracomoa | kya | [a,b], entonces a | r y andlogamente b | [a, b], luego r es un multiplo
comun de a y b menor que [a, b], esto implica que r = 0y que [a, b] | k. O

Teorema 6.26. Si a y b son enteros no negativos no simultdneamente nulos entonces

ab = (a,b)[a,b].

Demostracién. Veamos que el nimero es un multiplo comtn de a y by que divide

ab
(a,b)
a todo otro multiplo comun; luego es el minimo comun multiplo de a y b.
Como (a,b) | ay (a,b) | b, tenemos que

ab a b b @
(a,b) " (a,b)  (a,b)’
. ab - .
y asi (a.0) es un multiplo comtn de a y b.

Ahora, sea m un mdltiplo comtn positivo de a y b. Es decir m = ra = sbconr,s € N.
Luego
r— = s—b
(a;b)  “(ab)’
Como %5y ﬁ son coprimos, ﬁ divide a r (Proposicién 6.18). Por lo tanto, r = t(TI?b)
y luego
ab
(a,0)

La prueba estd completa. O

m=ra=t

6.7. El TFA, divisores, mcd y mcm

Dadouna € N, a # 1, se tiene que a = pzf ...plr,donde py, . .., pr son todos los primos
distintos que aparecen en la (tinica) factorizacién de a como producto de primos y los
naturales i1, . . ., ¢, son sus multiplicidades (también tinicas). Analogamente, dado un b
N,b#1,b= q{l e qZS donde ¢, ... ¢, son todos los primos distintos que aparecen en
la factorizacién de b como producto de primos y ji,. .., js sus multiplicidades. Cuando
necesitamos trabajar simultdneamente con las factorizaciones de dos nameros, como las
de a y b, es conveniente unificarlas de algiin modo. Una manera efectiva de hacer esto, es
considerar todos los primos distintos que aparecen en alguna de las dos factorizaciones,
digamos Py, P, ..., Py, y permitir a las multiplicidades de estos primos ser 0. Asi, si uno
de lo primos P; no aparece en la factorizacién de a su multiplicidad en a es 0; como P = 1
esto no produce ningtn problema.
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Ejemplos.

(1) a =18 =2'-3%y b =20 = 22 - 5. Los primos que aparecen en alguna de las factori-
zaciones de estos dos ntiimeors son 2, 3 y 5. Luego escribimos ambas usando estos 3
primos. Asfa = 18 = 2! - 32 .50 y b = 20 = 22 - 3° - 51, Las multiplicidades son en el
primer caso 1,2y 0 y en el segundo caso son 2, 0y 1.

(2) A continuacién mostramos las factorizaciones de varios naturales en las que aparecen
los primos 2,3,507.

2 3 5 7
20 |2 0 1 0]2%2.30.51.70
315 |0 2 1 1]20.32.51.7¢
350 [1 0 2 1]2t.30.52.71
4410 |1 2 1 2| 2'.32.51.72

El hecho se ser a divisor de b, se puede expresar de manera simple en términos de
estas listas de primos y multiplicidades. También el mcd(a, b) y el mem(a, b) se calculan
de manera simple a partir de estas listas.

Proposicién 6.27. Dados dos naturales a y b, con a = p{'p%? ...por y b= pi'pl?* ... pl" sus
factorizaciones primas, entonces a | b siy sélo si iy, < jj para todo k = 1...r. Es decir,a | b
si y sblo si los primos en la factorizacion de a aparecen menor o igual niimero de veces que en

b. Por lo tanto el conjunto de divisores de a es

Div(a) = {£p]* ---pim : 0<ep < iy, k=1,...,r}

Demostracion. FALTA. O

Una aplicacién directa de esta proposicién es que podemos escribir todos los divisores
de un a dado a partir de su factorizacién. Si a = p|'ps ... plr, para escribir un divisor de a

debemos elegir las multiplicidades que querramos para los primos p1, . . ., p,, recordando
que éstas deben ser menores, o la sumo iguales, que las multiplicidades i1, ...,%,. Por
ejemplo si

a = pipsp3,
algunos divisores (propios) de a son

Para cada primo p;, tenemos i, + 1 elecciones para la multiplicidad de ese primo en el
divisor. Esto nos permite contar la cantidad total de divisores (positivos), propios y no,
de a.

Corolario 6.28. Sipes primo, entonces p" tiene n+1 divisores positivos: 1, p, P2, p3, . pt T pn

Mas generalmente, tenemos lo siguiente.
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Corolario 6.29. Si a = p’i1 ...plr es la factorizacién prima de a, donde py, ..., p, son todos
primos distintos y i1, . . ., i, son naturales, tiene exactamente (i1 +1)(ia+1) . .. (i, + 1) divisores
positivos.

Demostracién. El resultado es intuitivamente claro. La prueba la veremos més adelante
como aplicacién de las técnicas de conteo (ver Ejemplo en §11.1.2). O

Ejemplos.

(1) El nimero 105 = 3 x 5 x 7 tiene exactamente 8 divisores positivos: 1, 3, 5,7, 3 x 5,
3x7,5xT7y105.

(2) Elntmero 1575 = 32 x 52 x 7 tiene exactamente 18 divisores positivos. éstos son todos
de la forma

d=3" x5 x7* 0<i<2, 0<j<2 0<k<Il.
La siguiente tabla muestra todas las posibilidades para las multiplicidades de 3,5y 7

en la factorizacion de los diviosres de 1575 y el correspondiente divisor.

0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

—| o © O
N — © O

0 1 2

1 1 2 2 0 0 1 1 2 2 0 0 1 1 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 O 1 0 1
5 3 25 175 3 21 15 105 75 525 9 63 45 315 225 1575

Q| .

Proposicién 6.30. Dados dos naturales a y b, con a = p'p2 ...pir y b = pl'pP ... pl" sus

factorizaciones primas, entonces se tiene que:

(a) El'mcd(a,b) es el producto de los primos de sus factorizaciones, con la menor de las mul-
tiplicidades con la que aparecen en ellas. Es decir,
(a,b) = prlnfn(il,jl)pglfn(h,jz)

min(iy,jr)

Dy .

(b) El mcm(a,b) es el producto de los primos de sus factorizaciones, con la mayor de las
multiplicidades con la que aparecen en ellas. Es decir,

max(i1,j1), méx(iz,j2) max (ir,jr)

la,b] = p; P ..y .

Demostracion. FALTA O

Corolario 6.31. Sia | ¢, b|cy (a,b) =1, entonces ab | c.
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6.7.1. La funcién ¢ de Euler |

La funcién ¢ de Euler, es la funcién aritmética, que cuenta la cantidad de coprimos posi-
tivos de un natural dado. Precisamente, ¢ : N — N,

o(n)=[{meN: (m,n) =1}

Se sigue directamente de la definicién de ¢ que ¢(1) =1y que ¢(p) = p — 1si p es primo
ya que todos los naturales 1,2, ..., p— 1 son copirmos con p. Una propiedad fundamental
y no evidente de ¢ es el hecho de ser una funcién aritmética multiplicativa, aunque no
fuertemente multiplicativa.

Proposicién 6.32. La funcion aritmética de Euler ¢, es multiplicativa, esto es

p(mn) = p(m)p(n),
si m Y n son coprimos.

A esta altura no estamos en condiciones de dar una demostracién de este hecho. Més
adelante, cuando estudiemos aritmética modular, derivaremos una demostracion de este
hecho.

Observaciéon. La funcién ¢ no es fuertemente multiplicativa, esto es, no es cierto que
o(mn) = ¢(m)p(n) cualesquiera sean m y n. Por ejemplo p(4) = 2, sinembargo ¢(2)¢(2) =
1x1=1.

Proposicién 6.33. Sin = p* donde p es primo y k un natural, entonces

p(n) =pF —p '

Sin=p{...plr, dondepi,...,p, sontodos primos distintos y i1, . . . , i, son naturales, entonces

Demostracién. Los enteros que no son coprimos con p* son los de la forma pm con 1 <
m < p*~1. Estos son en total p*~!. Luego la cantidad de coprimos con pF es pkF — pkF—1,

Como ¢ es multiplicativa, entonces

o(n) = (i) ... o(pir)

Ademaés cp(p;-j ) = péj - p;-jfl = p;j (1 - %) Luego se sigue que
r i 1 r 1

go(n):Hpj 1—]7 :nH 1—;

j=1 J j=1 J
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6.8. Representacién decimal y desarrollos s-adicos

El sistema de notaciéon decimal que aprendemos en la escuela primaria para representar
a los niimeros naturales y enteros, y también a los racionales, utiliza 10 simbolos. A pesar
de no ser caprichosa la elecciéon del 10, también son posibles otras elecciones.

6.8.1. Representacién decimal de enteros

El nimero 20376 es distinto del nimero 32607 a pesar de estar ambos escritos con exac-
tamente los mismos simbolos: 0, 2, 3, 7 y 6. Las dos listas de simbolos tienen un significado
preciso. La primera representa al nimero

2 x 10" + 0 x 10° + 3 x 10* + 7 x 10" 46 x 10°,
mientras que la segunda representa al nimero
3x 10" +2 x 10° + 6 x 10* + 0 x 10" + 7 x 10°.

Una propiedad fundamental de este sistema, es la de no permitir confusiones, es decir no
hay dos listas de simbolos que representen el mismo nimero.

En general, un natural cualquiera a se escribe de manera tinica como:
_ s s—1 2 0
a=10as +10°""as_1 + - - - + 10%ag + 10a; + 10" ay,
con todos los digitos 0 < ay, ...,ap < 9. La expresién decimal de a es entonces
a = (asas—1- - azai1ap)1o-
La expresion decimal de —a (entero negativo) es
—a = —(asas—1 - a2a10a0)10-

Nota (Tengo un sistema mejor!). Consideremos por un momento el siguiente sistema para
representar nimeros naturales. Convenimos que la lista de digitos asasasa; representa al
numero a4 X 4+ az x 3+ az X 2+ ay. Asi el 2301 representa al 2 4+ 3 x 3 4+ 1 = dieciocho,
que escrito en notacion decimal es: 18. Pero ahora observamos que el 3200 representa al
3 x 4+ 2 x 3 que es también el dieciocho y observamos que también el 600 representa al
dieciocho. Este sistema no es bueno. Un mismo ntimero tiene multiples representaciones.

Pregunta. ;Cémo y porqué funciona el sistema de representacion decimal?

Respuesta. Sea a un natural dado. Para encontrar su expresién decimal, comenzamo di-
viendo a por 10:
a=10qy + 79, 0<1ry<09.

Luego a — ry es divisible por 10y (a — r9)/10 = go. Dividamos ahora gy por 10:

q =101 +7r1, 0<r; <9.
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Combinando estas dos expresiones, para a y para ¢o, obtenemos:
a = 10qo + 7o
= 10(10(]1 + Tl) + 7o
= 102(]1 + 1017“1 + 1007‘0.
Sigamos, dividiendo ¢; por 10 (si es g; > 10).
g1 =10gs + 712, 0719 <9.

Reemplazando en la tltima expresién de a, tenemos:

a = 10qy+ 19

10(10¢y + 71) + 7o

10%q1 + 10" r1 + 10%r
102(10g + o) + 10%ry 4 10%
= 10%gs + 10%ry + 10"y + 10%r.

Si g2 < 10, entonces su divisén por 10 es simplemente gz = 10 - 0 + 73 con r3 = go. Asi
resulta que
a =10’y +10%ry + 10" 4 10%r,
con 0 < r3,12,71,70 < 9.
A partir de a y haciendo divisiones sucesivas por 10 encontramos los digitos de la ex-
presién decimal de a. Estos digitos son tinicos pues son restos de la divisién por 10; el

primero es el resto de dividir a a, dado, por 10. El segundo es el resto de dividir a a — qo,
con ¢ el tnico cociente de la divisién anterior, por 10. Etcétera.

Ejemplo. Tenemos al sistema de representacién decimal tan incorporado, que (casi) no
nos es posible referirnos a un ntimero natural sin recurrir a ella. Un ejemplo se hace en-
tonces imposible.

Notacién. Siendo la expresiéon decimal la més usual, no se escribe el subindice 10 salvo
que por alguna razén especial sea necesario.

Nota. La expresién decimal de un a y un b como
a=10%as +10° a5y + - - + 10%ag + 10a; + 10%ay,
b=10"0; +10"""b_1 + - - - 4+ 10%by + 10by + 10%by,

es util para entender y explicar los algoritmos de suma y multiplicacién que aprendemos
en la escuela primaria.

Suma. Recordemos que para sumar dos ntiimeros naturales, dadas su expresiones
decimales, se ubican uno debajko del otro alineando a la derecha sus tltimos digitos.
Luego se suman los tltimos digitos y si el redultado es 10 o mayor se coloca sélo el
altimo digito y hay que “llevarse” 1, para el momento se sumar los segundos digitos;
este proceso se itera hasta terminar.

Probucro.
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6.8.2. Elsistema de representacién binaria

“Existen 10 clases de personas, las que saben binarios y las que no.”

Si en vez de elegir al 10 y los digitos 0,1, 2, ...,9 para representar a los naturales elegi-
mos al 2 y los digitos 0, 1, entonces estamos frente al sistema binario de representacion.

Pregunta. ;Cémo y porqué funciona?

Respuesta. De la misma manera y por la misma razén que funciona el sistema decimal.
Dado un namero natural cualquiera a, sucesivas divisiones por 2 calculan los digitos (tini-
cos) de la representacién binaria de a.

En general, un natural cualquiera a se escribe de manera tinica como:
a =25+ 2 tas_1 + -+ 2%ag + 2a; + 2%,
con todos los digitos 0 < ay, ...,ap < 1. La expresion binaria de a es entonces
a = (asas_1 - - agayagp)2.

Ejemplo. Ahora si, tomemos el nimero 37 (escrito en notaciéon decimal) y calculemos su
expresion binaria.
37=2-18+41,

luego el altimo digito es 1. Ahora
18=2-940,
luego el segundo digito (desde la derecha) es 0. Ahora

9=2-4+41,

4=2-2+0,

2=2.1+0,
y

1=2-0+1.

Por lo cual los siguientes cuatro digitos son (de derecha a izquierda): 1,0, 0 y 1. Asi resulta
que
(37)10 = (100101)s.

A partir de esta expresion binaria podemos recuperar la expresiéon decimal usual ha-
ciendo:

(100101)y =1-25+0-2' +0-2°+1-2240-2' +1-2°=32+ 441 =37.

Las potencias de 2 son tan relevantes para el sistema binario como lo son las potencias
de 10 para el sistema decimal. Recordemos la primeras potencias de 2:

0 =1, 2l=292 22=4, 25=8, 2*=16, 2°=32,
20 =64, 27=128, 28=256, 2°=512, 20 =1024.
Con estas 11 potencias podemos escribir, en sistema binario, todos los naturales hasta el

(11111111111)g = 219 + 29 4. 422 2+ 1 =21 — 1 = (2047)0.
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Observacién. En el sistema decimal, el nlimero mas grande que se puede escribir con 11
digitos, es decir con las 11 primeras potencias de 10 es

99999999999 = 10" — 1.

Usando las potencias que de 2 que ya tenemos escritas escribamos, sin hacer las divi-
siones, algunos naturales menores que 2047 en sistema binario.

83:83 = 64 + 16 + 2 + 1, luego (83)y = 1010011.
107: 107 = 64 4+ 32 + 8 + 2 4 1, luego (107), = 1101011.
1366: 1024 4 256 + 128 + 32 + 4 + 2, luego (1366); = 10110100110.

512: 512 = 512, luego (512)2 = 1000000000.

6.8.3. Los sistemas de representacion s-adicos f
6.9. Ejercicios y problemas

¢Cudl es el mayor niimero primo conocido? Sabemos que existen infinitos niimeros
primos pero sélo se conocen explicitamente una cantidad finita de ellos. EI mayor de
todos es el niimero de Mersenne 243112699 _ 1 gye tiene 12.978.189 de digitos. Este
fue descubierto en el afio 2008 gracias a GIMPS’, un proyecto de computadoras en
red que se dedica a buscar niimeros primos grandes. Por el descubrimiento GIMPS
obtuvo el premio ofrecido por la EFF de u$s 100.000. Atin se haya vacante el premio
de u$s 250.000 a quien descubra el primer niimero primo con mds de 1.000.000.000
de digitos™.

Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sean a un entero negativo y b un entero positivo. Determinar cuéles de los
siguientes enteros son positivos, cudles son iguales a 0 y cudles son negativos.

1)

Ejercicio 6.2. Decidir y demostrar cudles de los siguientes naturales son primos y cuéles
no.

1)

Ejercicio 6.3. Factorizar como producto de primos por +1 a los siguientes enteros.

"http://www.mersenne.org/
“https://www.eff.org/awards/coop
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(1)
Ejercicio 6.4. Calcular el cociente y el resto de la divisién de a por b en los casos:
(1) a=133,b=—14. ) a=13,b=111.

Ejercicio 6.5. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas Va, b, c € Z.

(1) ablc=alcyb]|ec 4) 9]ab=9]a69|b. (7) a|b=a <.
() 4|a®> = 2]a. ®) albt+c=albbalc. (8) alb=a< |b].
(3) 2|ab=2|a62]|b. 6) alcyblc= ab]ec. ) alb+a®> = a|b.

Ejercicio 6.6. Probar que para todo n € Z, n? + 2 no es divisible por 4.
Ejercicio 6.7. Probar que:

(1) La suma de dos pares, es par.

(2) La suma de dos impares, es par.

(3) La suma de un par mas un impatr, es impar.

(4) El producto de dos pares es par.

(5) El producto de dos impares, es impar.

(6) El prodcuto de un par por un impar, es par.

Ejercicio 6.8.

(1) Probar que la suma de 7 enteros consecutivos siempre es divisible por 7.
(2) Probar que el producto de 7 enteros consecutivos siempre es divisible por 7.
(3) ¢Eslasuma de 8 enteros consecutivos simepre divisible por 8?

(4) ;Eslasuma de 8 enteros consecutivos alguna vez divisible por 8?

(5) ¢Es el producto de 8 enteros consecutivos simepre divisible por 8?

(6) ¢Es el producto de 8 enteros consecutivos alguna vez divisible por 8?

Ejercicio 6.9. Probar por induccién que las siguientes afirmaciones son verdaderas para
todo n natural.

(1) 815%™ + 7. (3) 5|33+ 4 ontl,
(2) 15|24 — 1. (4) 24|2-7"+3-5" — 5.

Ejercicio 6.10. Calcular el minimo comtin multiplo y el maximo comun divisor de los
siguientes pares de ntimeros.
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(1) a=12,b=15. (3) a = 140, b = 150. 5) a=2-3-5,b=2-5-T.
(2 a=11,b=13. (4) a=3%2-5%b=2-11.

Ejercicio 6.11. Mostrar que 725 y 441 son coprimos y encontrar enteros m y n tales que
1=m- 725+ n-441.

Ejercicio 6.12. (1) Probar quesi (a,4) =2y (b,4) = 2 entonces (a + b,4) = 4.
(2) Probar quesi (a,b) = 1 entonces (a +b,a —b) =16 2.
Ejercicio 6.13. Probar que /6 es irracional.

Ejercicio 6.14. Decidir si existen enteros n y m tales que:
(1) m* = 27. (2) m? = 12n2. (3) m3 = 47n3.

Ejercicio 6.15. Un entero se dice “libre de cuadrados” si no es divisible por el cuadrado de
ningtn entero distinto de 1. Probar que:

(1) Sin es libre de cuadrados entonces n se escribe como producto de primos, todos dis-
tintos.

(2) Todo ntimero entero se escribe como producto de un cuadrado y un entero libre de
cuadrados.

Ejercicio 6.16. Expresar 1810, 1816 y 1972 en las bases s = 3,5, 7, 11.

Ejercicio 6.17. Expresar en base 10 los siguientes enteros.

(1) (1503)g () (1111)12 (v) (12121)3

() (1111)9 (v) (123)4 (vi) (1111)5

Ejercicio 6.18. Sabiendo que el resto de la divisién de un entero a por 6 es 2, calcular el
resto de:

(1) la divisién de a por 3. (3) la divisién de a® — 3a por 6.
(2) la division de a por 2. (4) la divisi6n de 2a% + a — 1 por 3.
Ejercicio 6.19. Si n es un entero impar, probar que n* + 4n? + 11 es divisible por 16.

Ejercicio 6.20. (1) Listar los 5 naturales que en la divisién por 5 tienen cociente y resto
iguales.

(2) Dado un natural q, listar todos los ntiimeros que al dividirlos por a tienen cociente
igual al resto.

Ejercicio 6.21. Sean = 132.

(1) Mostrar que no es posible escribir a n como suma de 2 naturales consecutivos.
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(2) Escribir a n como suma de 3 naturales consecutivos.

(3) Determinar todos los posibles r tales que n se puede escribir como suma de r naturales
consecutivos, y escribirlo asi en esos casos.

(4) Determinar todas las formas de escribir a n como suma de 2 naturales, no necesaria-
mente consecutivos.

Ejercicio 6.22. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas para todo n € N.
(1) 99]10%" + 197 () 56 | 132" + 28n% — 84n — 1
() 97520 4 24n+l (1v) 256 |7%" +208n — 1

Ejercicio 6.23. En cada uno de los siguientes casos calcular el médximo comun divisor
entre a y by escribirlo como combinacién lineal entera de a y b.

(1) a = 2532, b= 63. 3) a=131,b=23.
(2) a = 5335, b = 110.

Ejercicio 6.24. Sean a, b € Z. Sabiendo que el resto de dividir a a por b es 27 y que el resto
de dividir a b por 27 es 21, calcular (a, b).

Ejercicio 6.25. Sean a y b enteros coprimos. Probar que:
(1) (a-¢,b) = (b,c) para todo entero c.

(i) a™ y b" son coprimos, para todo m,n € N.

(m) a+bya-bson coprimos.

Ejercicio 6.26. Sean a y b enteros coprimos. Probar que:
(1) (2a+b,a+2b) =163 () (a+b,a®> —ab+b%) =163.
() (a+b,a®>+b?) =162

Ejercicio 6.27. Sea n € N. Probar que:

o @+m2"n-1)=1
() (2" + 57+ 2ntl 457 =369,

() (37457 3ntl 4 57) =26 14.

Ejercicio 6.28. Sea n € N. Probar que:

(1) sin# 1yn|(n— 1)+ 1entonces n es primo.
(m) si2™ — 1 es primo entonces n es primo.

(mm) si2™ + 1 es primo entonces n es una potencia de 2.
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Ejercicio 6.29. Probar que 1 + § + % + ... + < no es entero, para todo n natural.
Ejercicio 6.30. Hallar el menor multiplo de 168 que es un cuadrado.

Ejercicio 6.31. Probar que, para todo natural n, 22" — 1 es divisible por al menos n primos
distintos.

Ejercicio 6.32. Encontrar una sucesién de cien nimeros naturales consecutivos tales que
todos sean compuestos. Generalizar a una sucesién de n naturales consecutivos.

Ejercicio 6.33. ;Cudl es la mayor potencia de 3 que divide a 100!? ;En cudntos ceros ter-
mina el desarrollo decimal de 100!?

Ejercicio 6.34. Determinar todos los p € Ntalesquep,p+2,p+6,p+8,p+12yp+ 14
sean todos primos.

Problemas

Problema 6.35. Sean a y b enteros positivos. Si la divisién de a por b tiene cociente g y
resto r, hallar el cociente y el resto de ...

(1) ... dividir a por —b. (2) ... dividir —a por b. (3) ... dividir —a por —b.
Problema 6.36. Calcular el cociente y el resto de la divisién de a por b en los casos:

(1) a=3b+7,b+#0. B)a=n>+5b=n+2 @A a=n+30=n>+1,
) a=0b>—6b+0. n €N n €N.

Problema 6.37 (}). Sea n un nimero natural. Probar que en todo conjunto de n+2 ntimeros
enteros hay dos tales que su suma o su diferencia es divisible por 2n. Probar también que
el resultado no es cierto si se toman n + 1 enteros.

Problema 6.38. Probar que para todo a impar, a? + (a + 2)? + (a + 4)? + 1 es divisible por
12.

Problema 6.39. Probar que g%)"' es entero, para todo n natural.

Problema 6.40. Probar que si d es un divisor comtn de a y b, ambos no nulos, entonces

02 Wl ()

Problema 6.41. Probar que si (a,b) = 1y n + 2 es un niimero primo, entonces (a + b, a? +
b2 —nab) =16n +2.

Problema 6.42. Demostrar que Vn € Z,n > 2, existe p primo tal que n < p < n!. (Ayuda:
pensar qué primos dividen a n! —1.)

Problema 6.43. Hallar todos los n € N para los cuales el resto de la divisién de n® +4n +5
porn?+1lesn—1.

Problema 6.44. Sabiendo que el resto de la divisién de un entero a por 18 es 5, calcular el
resto de ...
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(1) ... la divisi6n de a® — 3a + 11 por 18. (1v) ... la divisién de a? + 7 por 36.

(m) ...1a divisién de a por 3. (v) ...la divisién de 7a® + 12 por 28
(m) ...la divisién de 4a + 1 por 9. (v1) ...ladivisiéon de 1 — 3a por 27.
Problema 6.45. Probar que, para todon > 1, n"~! — 1 es divisible por (n — 1)2.

Problema 6.46. En cada uno de los siguientes casos calcular el maximo comun divisor
entre a y by escribirlo como combinacién lineal entera de a y b.

1) a=n’+1,b=n+2ncN.
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Capitulo 7

Niumeros complejos

“La uinica razén por la que nos gustan los niimeros complejos es que no nos gustan los niimeros
reales.”
Berndt Sturmfels, matemitico alemdn (1962 —)

Hemos estudiado hasta aqui, y con bastante profundidad, a los nimeros reales y a va-
rios de sus subconjuntos relevantes de ntimeros como los naturales y enteros y los ra-
cionales. Ahora estudiaremos un conjunto nuevo de niimeros, més grande que el de los
reales. Los niimeros complejos.

7.1. ;Qué son?

Los ntiimeros complejos se pueden presentar de varias maneras, pero en el fondo son
un par ordenado de niimeros reales. Dos niimeros reales donde distinguimos el primero
y el segundo. Podemos identificar a los nimeros complejos con los pares ordenados

(a,b), a,beR
y decir que como conjunto no son otra cosa que el producto cartesiano
R xR

Ahora bien, denotar a un ntiimero complejo como par ordenado no resulta totalmente
satisfactorio sobre todo a la hora de hacer aritmética de manera préctica y eficiente. Una
mejor notacién para el nimero complejo asociado al par ordenado (a, b) es

a—+ b

donde, por el momento, tanto i como el signo + son sélo simbolos que distinguen los
roles de los dos nameros reales a y b. El primero de ellos, a, es la parte real y el segundo,
b, es la parte imaginaria del nimero complejo a + bi. Usualmente se denotan por Re e Im
respectivamente. Es decir

Re(a+bi) =a y Im(a+bi) =b
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El conjunto de todos los nimeros complejo se denota por C. Asi tenemos que
C={a+bi:abeR}

Ya sabemos qué son los ntimeros complejos, conocemos su naturaleza. De ahora en més
no serd siempre necesario mostrar toda la intimidad de un ntimero complejo exhibiéndolo
de la forma a + bi, con sus partes real e imaginaria al desnudo. Podemos nombrar a un
nimero complejo con la letra z o la w; también puede ser o un ntimero complejo cuando
asilo querramos. Y cuando sea necesario revelar su intimidad, bastard examinar sus partes
real e imaginaria. Asisi Re(z) = a y Im(z) = b, entonces

z=a+ b

Si la parte imaginaria de un nimero complejo z es nula, en vez de escribir z = a + 0:
simplemente escribimos z = @ y de manera andloga si la parte imaginaria de z es nula,
escribimos z = bi en vez de escribir z = 0 + bi. Los complejos sin parte imaginaria, son
reales. Mds precisamente pensamos a los niimeros reales incluidos en los complejos, R C
C, via la identificacién

a— a+0i

Los complejos sin parte real son los imaginarios puros. El imaginario puro 1¢ se denota
simplemente i y es la unidad imaginaria.

Ejemplos. Algunos nimeros complejos concretos.

(1) 2+ 3¢ tiene parte real igual a 2 y parte imaginaria igual a 3.

(2) 2 — 3i es otra manera de escribir al nimero complejo 2 + (—3)i, cuya parte imaginaria
esiguala —3.

(3) SiRe(z) = —v2y Im(z) = —3, entonces z = —v/2 — 3.

2

(4) Los ntimeros complejos z, = =i con n € N son todos imaginarios puros.

(5) Los complejos w,, = (—1)"7 con n € N son todos reales.

Representacion gréfica

La naturaleza de los niimeros complejos, el hecho de ser pares ordenados de ntime-
ros reales, permite de manera natural graficarlos en el plano por medio de coordenadas,
donde el eje horizontal representa a la parte real y el eje vertical a la parte imaginaria.

DIBUJO ——

Nota. Esto no es otra cosa que una representacion grafica del producto cartesiano R x R.
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7.2. Sumay producto

Para darle vida a los ntimeros complejos es necesario poder hacer algo con ellos. Co-
mo todos los conjuntos de niimeros que conocemos, los complejos se pueden sumar y
multiplicar.

Por un momento pensemos e intententemos responder a la siguiente

PrecunTta: ;COmo estan definidas la suma y el producto?

Dado que los complejos son pares ordenados de ntiimeros reales, podrian éstos sumarse
y multiplicarse coordenada a coordenada.

— - DIBUJO ———

Si fuera asi, tendrfamos por ejemplo que (2+3i)+(—1+2i) = 1+5iy (2+31).(—142i) =
—2 + 6i. La suma resulataria asociativa, conmutativa, el 0 4 0: seria su elemento neutro
y —a — bi el opuesto de a + bi. El producto también seria asociativo y conmutativo y el
1 4 i serfa la identidad. Sin embargo no todos los complejos distintos de 0 + 0i tendrian
inverso; por ejemplo, el nimero 0 + i no tendrfa inverso, pues (0 +7).(a + bi) = 0+ bi que
nunca serd igual al 1 + 7. El producto de ntimeros complejos es mads soficticado.

IMPORTANTE: los complejos no se multiplican coordenada a coordenada.

La suma de complejos

La suma de ntimeros complejos si estd definida coordenada a coordenada. Asi, por de-
finicién,
(a + bi)+(c+ di) = (a+c) + (b+d)i (7.1)
La suma de complejos que estamos definiendo con el signo + (en azul) estd definida en
términos de la suma de nimeros reales con el signo + (en rojo). Los otros signos + (en
negro) son los que usamos, hasta ahora sélo como simbolos, para escribir a los nimeros
complejos. Sin embargo resulta que todos estos simbolos + tienen ahora el sentido unifica-
do de suma de complejos. En efecto, si tomamos el nimero real a y el nimero imaginario
puro bi y los sumamos con la suma que acabamos de definir tenemos que

a+bi = (a + 0i)+(0 4 bi) = (a+0) + (0+b)i = a + bi
Ademads si a y b son dos reales, la suma de ellos como complejos es
a+b = (a + 0i)+(b+ 0i) = (a+b) + (0+0)i = a+b;
de donde se sigue que la suma de complejos extiende a la suma de reales.

Observaciones. La suma de complejos tiene las mismas propiedades aritméticas que la
suma de reales y que la suma de enteros.

(1) Esasociativa y conmutativa. Esto se sigue directamente de la definicién (7.1) y el hecho
que la suma de reales es asociativa y conmutativa.
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(2) El ntmero complejo 0 + 07, que denotamos simplemente 0, es elemento neutro.

(3) Todo ntmero complejo z = a + bi tiene un opuesto, que denotamos —z, donde —z =
—a+ (—b)i. Como (—b)i es el opuesto de bi lo denotamos —bi y como —a + (—b)i es la
suma (compleja) de —a y —bi escribimos —z = —a — bi.

(4) Estas propiedades son exactamente las propiedades bésicas de la suma de los reales.
Por lo tanto, la aritmética de la suma de los complejos es idéntica a la de los reales. To-
dos los resultados que sabemos para la suma de reales valen ahora autométicamente
para la suma de complejos.

A pesar de no estar probablemente tan familiarizados con los complejos como con los
reales, a la ahora de hacer aritmética con la suma de complejos no debemos sentir ni hacer
ninguna diferencia.

Ejemplos. Sean z =1+ 2i,w = —-1+4+2iyv=1— 2i.
(1) z+ w = 4¢ un imaginario puro; z + v = 2 un nimero real.
2 2v—z4w)=—(v—z4+v+w)=—(v—2)=—v+2z =4

(3) (Tiene la ecuacién X + z = w — v solucién? ;Tiene muchas? Tal como en el caso de
los reales esta ecuacion tiene una tinica solucién:

X=w—-v—2=-3+21

(4) ;Cuélesel opuestode —vyelde2z—3w+v? Elopuestode —vesvyelde2z—3w+v
es —2z + 3w — v que puede escribirse como —6 + 4.

La suma de complejos es facil de entender graficamente, en el plano. Esta dada por la
regla del paralelogramo.

—  DIBUJO

El producto de complejos

Ya dijimos que el producto de complejos no estd definido coordenada a coordenada y
observamos que si asi fuera no todos los complejos distintos de 0 tendrian inverso multi-
plicativo; ésta es una propiedad muy relevante que serfa bueno tener, ademaés de preservar
la asociatividad, conmutatividad y el resto de las propiedades del producto de los reales
por ejemplo.

Antes de definir formalmente el producto de dos niimeros complejos a + bi y ¢ + di,
hagamos el siguiente ensayo. Supongamos que tenemos definido el producto con las mis-
mas propiedades de los ntimeros reales y que ademads extienda al producto de los reales.
Es decir, si multiplicamos dos reales pensados como complejos el resultado sea el mismo
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que si los multiplicamos como reales. Veamos que sucede entonces:

(a+bi).(c+di) = a.(c+di)+bi.(c+ di)
= a.c+ a.(di) + (bi).c + (bi).(di)
= ac+ (ad)i+ (bc)i + (bd)i.i

De la tltima expresion se sigue que el producto sélo depende de cuanto vale i.¢, es decir
i2. Una vez definido esto, el producto queda totalmente determinado.

Nota. Esta claro que podriamos definir i.; de muchas maneras, aunque algunas podrian
no ser del todo satisfactorias. Por ejemplo, si definiéramos i.i = 0, tendriamos nuevamente
complejos no nulos sin inverso.

El producto de los ntiimeros complejos queda determinado definiendo
1.0 =—1
Asfi resulta, continuando el ensayo de més arriba, que
(a+bi).(c+di) = a.(c+di)+bi.(c+ di)
a.c+ a.(di) + (bi).c + (bi).(di)
ac + (ad)i + (bc)i + (bd)i.i
ac + (ad + be)i — bd
= (ac—bd) + (ad + bc)i

Resumiendo tenemos que
(a+ bi).(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i (7.2)
Ejemplos. Sean z =1 -2, w=1+4+2iyv = 1/vV2+1//2i.
1) z(1+i)=(1—2i)(1+i)=(1+2)+(1—-2)i=3—14.
) zw = (1—2i)(1+2i) = (1+4)+ (2—2)i = 5.
(3) Si A € R, entonces \z = (A4 0i)(1 —2i) = (A +0,2) + (=22 —0,2) = X\ — \2i.
@) v = (0+i)(1/vV2+1/v/2i) = (0 — 1/v2) + (0 4+ 1/v/2)i = 1/v/2 + (1/v/2)i.
(5) v = (1/vV2+ 1/v2i)(1/vV2 4+ 1/v/2i) = (1/2 — 1/2) + (1/2 + 1/2)i = i. Es decir v es

una raiz cuadrada de i.
(6) z también tiene raiz cuadrada. Consideremos u = a + bi y calculemos
(a+ bi)(a+ bi) = (a® — b*) + 2abi

Buscamos a y b tales que a? — b*> = 1y 2ab = —2. De la segunda se sigue que b = —1/a
y luego tenemos que a? — 1/a® = 1; se sigue que a* — 1 = a?0a* —a®> -1 = 0.
Poniendo z = a? resulta la ecuacién cuadrética 22 — x — 1 = 0 cuyuas soluciones son
x = % yz = 1;5/5 Siendo solo la primera positiva elejimos a = 1*—2‘/5 y luego
b = —1/a. Hemos encontrado una raiz cuadrada de z y como su opuesto también es
raiz cuadrada de z, hemos encontrado 2.

233



7.2 Suma y producto R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

Observaciones. El producto asi definido tiene las mismas propiedades basicas que el
producto de los reales. Para mostrar la existencia de inversos debemos trabajar un poquito
mas. Discutimos ahora brevemente sobre las otras propiedades.

(1) La conmutatividad del producto es clara de (7.2) dado que el producto de los reales
es conmutativo.

(2) El1 es identidad para el producto.

(3) La asociatividad del producto se sigue directamente calculando z(vw) y (zv)w. Solo
requiere algunos minutos y varios renglones.

(4) Una propiedad importante es la distributividad del producto respecto de la suma.
Al igual que en el caso de la asociatividad, basta calcular directamente z(v + w) y
zv + zw para observar que son iguales. Este caso requiera algunos renglones mas que
el anterior.

Nota. jPorqué se eligi6 definir i.i = —1? La razén es que asf la ecuaciéon 2% + 1 = 0 que no
tiene solucién real, si la tiene en los complejos. i es una solucién!; —i es otra (y de hecho
son las dos tinicas soluciones).

Algunos cdlculos con el producto

Para familiarizarnos con el producto de complejos, menos trasparente y mas novedoso
que la suma, hacemos ahora algunos calculos interesantes.

LAS POTENCIAS DE 7.

Mostramos ahora un fenémeno nuevo, algo que no sucede en los nimeros reales,
debido desde luego a la unidad imaginaria ¢. Calculemos las potencias de «.

Los resultados se repiten ciclicamente: 1, 7, —1, —i. Cualquiera sea el natural n, i"
toma uno de estos 4 valores. Por ejemplo

12 = 12933 = 1.(—i) = —i

LA MULTIPLICACION POR % EN EL PLANO.

Tomemos un complejo z cualquiera, z = a + bi, y lo multipliquemos por i:
zi=(a+bi)i=ai—b=—-b+ai

El siguiente dibujo muestra que los segmentos desde el origen a z y a zi son per-
pendiculares; es decir zi se obtiene de a paritr de z rotdndolo 90 grados en sentido
antihorario. Esto es asi pues los tridngulos rojo y azul son congruentes.

- DIBUJO
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Si continuamos y multiplicamos a zi por 4, obetenemos zi* que es el rotado de zi
90 grados, o lo mismo que z rotado 180 grados. Multiplicando a z por % 0 a 23’
por i logramos rotar otros 90 grados mdas y multiplicando por i* = 1 volvemos al
principio. Asi, multiplicando sucesivamente por i, i?, etc logramos hacer girar el
molino en sentido antihorario de a 90 grados.

— recuadrar —

La multiplicacién pot i, como transformacién del plano, es la rotacién de 90 grados
en sentido antihorario.

LAS POTENCIAS DE UN NUMERO COMPLE]JO.

Ya estudiamos las pontencias de ¢. Investiguemos ahora las potencias de 1 + 4; los
cédlculos no son dificiles. Los resultados son:

A+t | a+02 | a+)® | a+dt | @+
1+i | 20 | 22(-1+0) | 22(-1+0i) | 25/%(-1-4)

1+08 | @+0)7 | 0+ | 1+9)° | @+0)1
20 —d) | 2721 — i) | 241 +0i) | 292(1 +4) | 25(0 +4)

Observamos que los resultados no se repiten ciclicamente como en el caso de 7, pero
es por poco. En la tabla se ve que, salvo un multiplo real positivo, el complejo 1 + ¢
se repite en la octava potencia y a partir de ahi si aparece un fenémeno ciclico. Si
en la tabla omitimos los multiplos reales positivos vemos que aparecen 8 complejos
distintos que a partir de la octava potencia se repiten. Estos son:

144, i, —1+14, -1, —1—4, —i, 1—i, 1

El dibujo exhibe lo que vimos.
DIBUJO ———

RAICES CUADRADAS DE REALES NEGATIVOS.

Ya sabemos que 7 es una raiz cuadrada de —1 y —¢ es otra. ;Tienen todos los reales
negativos una raiz cuadrada compleja? La respeusta es si, y es facil encontrala usan-
do la unidad imaginaria i. Si a es un real cualquiera, el cuadrado de ai es —a?. Por lo
tanto si queremos una raiz cuadrada de —2 por ejemplo, tomamos a = /2, y luego
(ai)? = —2. En general, una raiz cuadrada de un real negativo —b, es /bi.

7.3. La conjugacién y el médulo

La conjugacién y el médulo son dos funciones bésicas definidas en los complejos, la
primera llegando a los mismos complejos y la segunda llegando a los reales.

La conjugacién ~ : C — C estd definida por
a—+bi=a— bi.
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Elmédulo | | : C — R estd definido por
la + bi| = Va? + b2

Resulta ttil entender el efecto de la conjugacién como funcién del plano en si mismo
via la identificacién (a,b) <> a + bi de los puntos del plano con los niimeros complejos e
interpretar geométricamente al médulo

—  DIBUO———

La conjugacion resulta ser la reflexion del plano respecto al eje de las abscisas, y el
modulo la distancia al orgien (Pitdgoras).

En particular se sigue que cualqueira sea z se tiene que

Z| = []

La conjugacién y el médulo estdn relacionadas de manera interesante.
Proposicién 7.1. Para todo z € C se tiene que
2Z = |2|.
Demostraciéon. Si z = a + bi, entonces 7 = a — bi. Luego
2Z=(a+bi)(a—bi) = (a®+b*) + (—ab+ ba)i = a® + b = |2|?
O

De estd proposicion se sigue ahora de manera mas o menos directa la existencia de
inversos multiplicativos para los complejos no nulos. En efecto, si z # 0, entonces su
modulo es real y no nulo; luego tiene inverso 1/|z|. Como 2z = |2|?, tenemos que

zZZ
;=1L
2]
de donde se sigue que z/|z|* es un inverso de z. De la misma manera que probamos que
en los reales el inverso de cada nlimero es tinico, éste es tinico también. Asi denotamos
_ z
77l = T

K

Las proposiciones que siguen retinen algunas propiedades basicas de la conjugacién y
el médulo que es muy bueno conocer pues ayudan a calcular y hacer aritmética con los
complejos de manera eficiente.

Proposicién 7.2. Sean z y w niimeros complejos cualesquiera. Se tiene que:
(a) z =z

(b) Z = zsiysdlosiz e R. En particular |z| = |z|.
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(c) Re(z) = %52 yIm(z) = 2.

d z4+w=z+w.

(e) zw = Zw.

() =1 =7

Demostracién. Todos los items se siguen directamente calculando. Suponemos que z =
a+biyw=c+di.

(1) Comoz =a—bi,luegoz =a+ bi = z.

(2) Comoz = a — bi, sesigue que z = zsiy sélosi —b = b, esdecirsib =00z € R.

(3) Tenemos que z +z = (a + bi) + (a — bi) = 2ay que z — Z = (a + bi) — (a — bi) = 2bi
de donde se sigue el resultado.

(4) Como z+w = (a+c¢) + (b+d)i, (2 +w) = (a + ¢) — (b+ d)i. Por otro lado z + w =
(a—bi)+ (c—di) = (a+c) — (b+ d)i.

(5) Como zw = (ac — bd) + (ad + be)i, zZw = (ac — bd) — (ad + be)i. Por otro lado zw
(a —bi)(c — di) = (ac — bd) + (—ad — bc)i = (ac — bd) — (ad + be)i.

(6) Como 2! = %/|z|? y | 2] es real, se sigue por el item anterior que z~1 = z/|z|2. Por otro
lado 2! = /|22 = 2/|2[2.

O
Proposicién 7.3. Sean z y w niimeros complejos cualesquiera. Se tiene que:
(a) |z] =0siysolosiz=0.
(1) |zw| = || w].
(© |z +w| <z + |wl.
Demostracién. Soélo el tercer item no es inmediato.

(1) Siz = a+bi, |z| = Va®+ b2 Ahora Va? + b2 = 0siy sélo sia? + b? = 0siy solo si
a=0yb=0.

(2) Basta probar que |zw|? = |z|*|w|? pues los ntimeros involucrados son todos positivos.
Siz=a+biyw=c+ di, entonces

|zw]? = (ac—bd)?*+(ad+be)? = (ac)*+(bd)*—2abed+(ad)*+(be)*4-2abed = (ac)*4(bd)*+(ad)?+(be)?.
Por otro lado
122 |w|* = (a® + b*)( + d?) = (ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)>.
(©)
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a

Ejemplos. Sean z =1+iyw =2 —1.

1) [z(—w)| =
(2) |2 =
3) 2zl +w! =

(4) Sizx 4+ w = 0, entonces x =

) [(zw?) 7! =

7.4. Coordenadas polares

Hasta ahora y segtin hemos definido, para identificar a un niimero complejo debemos
conocer sus partes real e imaginaria. Estas lo determinan univocamente.

Ahora, ésta no es la tinica manera de identificar a un namero complejo. Para entender
esto recurrimos a la identificacién de los complejos con el plano. El siguiente dibujo mues-
tra de manera clara como se puede identificar a un complejo conociendo su distiancia al
origen y el angulo que forma con el eje positivo de las abscisas. Esta forma de identifica-
cién es conocida como FORMA POLAR.

DIBUJO ———

La distancia al origen de un complejo es su médulo y el “dngulo” referido mds arriba
es su argumento.

Veamos como hacemos esto sistematicamente. Luego veremos como a veces es mas ttil
la forma polar que la forma cartesiana; por ejemplo, el producto se entiende mejor en la
forma polar.

Una primera cosa importante es observar que dado un complejo z (z # 0), el complejo
z/|z| tiene el mismo argumento que z y su médulo es 1. Por lo tanto los complejos de
modulo 1 resultan relevantes.

Los complejos de médulo 1

Sea w un complejo con |w| = 1, esto es un punto del plano en la circunsferencia unidad.
Del conocimiento basico de las funciones trigonométricas sabemos que estos puntos son
de la forma

(cos(),sen(h))

donde @ es el &ngulo destacado en el dibujo, o el argumento de w.
DIBUJO
Luego, podemos escribir
w = cos(#) + sen(0)i

Es importante recordar que el &ngulo 6 no estd univocamente determinado, sin embargo
dos posibles dngulos difieren en 27 y hay un tnico si 6 € [0, 27).
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Hay una notacién especial para los complejos de médulo 1, que resulta muy dtil para
hacer aritmética con el producto y que ayuda a interpretar el producto en el plano.

Notacion. Dado 0 € R, definimos
i0

e'"” = cos(#) + sen(0)i.

Ahora, volvamos al principio y tomemos un z cualquiera z # 0 y consideremos

z
w=—
2|
de médulo 1. Luego tenemos queda
i0
w=e¢'

para algun 6. Si tomamos p = |z|, de la definicién de w se sigue que
z= pew (7.3)

Esta es la forma polar de z, en la que se ven expliciatmente su médulo y su argumento (en
vez de sus partes real e imaginaria).

El producto y la forma polar

La forma polar es particularmente adecuada para entender el producto de nimeros
complejos. Como antes, resulta importante considerar primero a los complejos de médulo
1. Tomemos € y ¢ y calculemos el producto de ellos:

ee® = (cos() + sen(6)i)(cos(¢) + sen(¢)i)
= ((005(9) cos(¢) — sen() sen(gb)) + (cos(@) sen(¢) + sen(f) cos(gb))i

En este punto es crucial reconocer las férmulas del “coseno de la suma” y del “seno de la
suma”. " Estas férmulas dicen que la parte real del producto que hemos calculado es

((cos(6) cos() — sen(6) sen(s) ) = cos(0 + 6)
y la parte imaginaria es
<cos(9) sen(¢) + sen(6) cos(<z5)) = sen(f + ¢)
Es decir, el producto es cos(6 + ¢) + sen(f + ¢)i. Concluimos entonces que
il it — ,i(0+9) (7.4)

DIBUJO ——

*
XXX
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Ahora que ya entendemos cémo se multiplican los complejos de médulo 1 es facil enten-
der cémo se multiplican dos complejos cualesquiera. Dados z y w complejos cualesquiera,
distintos de 0, considermos sus formas polares

z = |z|e? y w = |wl|e
y multiplicamos:
w = |z]e|w|e’? (7.5)
= |zw\e"(‘9+¢) (7.6)

—- recuadrar —- destacar —-

Esta férmula dice que para multiplicar dos complejos en forma polar hay que multipli-
car sus médulos y sumar sus argumentos.

7.5. Raices de la unidad y férmula de De Moivre

Raices n-ésimas

Férmula de De Moivre
7.6. Conjuntos y transformaciones del plano

El dibujo muestra en azul a los complejos de médulo 1; éstos son todos los puntos de la
circunsferecnia de radio 1 y centro en el origen del plano. Ese conjunto es

S={zeC: |z| =1}
Los puntos en el interior del circulo son los del conjunto

E={zeC: |z <1}
y los del exterior

F={zeC: |z| >1}
Claramente todo el plano es la unién disjunta

C=FUSUF

—— DIBUJO ——

El circulo D = {z: |z| <1} = S U FE es el circulo o disco unidad.

En este momento la descripcién y comprension de ciertos conjuntos del plano y algu-
nas transformaciones geométricas es muy instrutiva para aprender la aritmética de los
complejos, ya que requiere cierta habilidad en la manipulacién de los complejos.

A continuacién trabajamos con varios tipos distintos de conjuntos, como circulos, rec-
tas y semiplanos y varias transformaciones geométricas como traslaciones, rotaciones y
reflexiones.
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CircuLos

A partir del circulo unidad D, es posible obtener cualquier otro por medio de dos ope-
raciones geométricas: las expansiones y contracciones, y las traslaciones.
- DIBUJO ——

El circulo del medio es D expandido por un factor 3/2. Y el tercer circulo es este tiltimo
trasladado por el punto (2, 1).

Mientras que el circulo unidad esta descripto como
D={z: |2 <1}
el circulo B(r) con centro en el origen y radio r se puede describir como
B(ry=A{z: |z| <r}

Ahora si B, (r) es el circulo con centro p y radio r, By(r) es el trasldado por p de B(r).
Es decir

By(r) = {z:z=w+pconw e B(r)}
= {z:z—-pe B(r)}
= {z:lz—pl=r}
La circunsferencia de cenro p y radio r es el borde deeste circulo y estd descrita como
OBp(r) ={z: |z —pl =7}
El interior y el exterior de B,(r) son respectivamente
Bi(r)={z:lz=pl<r} 'y  Bj(r)={z:[z=p|>r}

Ejemplos. En el dibujo hay tres circunsferencias. Més abajo estan descriptas como vimos.

— - DIBUJO —

(1) La primera tiene centro en el origen y radio 2/5. Luego es C; = {z : |z| = 2/5}.
(2) Lasegunda tiene centro en (2, 1) y radio 1. Luegoes Cy = {z : |z — (2 +1i)| = 1}.

(3) Latercera tiene centroen (—2,2) yradio 3/2. Luegoes C3 = {z : |z—(—2+42i)| = 3/2}.

Ejemplos. En estos dibujos se ven dos conjuntos asociados a circulos. Mas abajo estan
descriptos.

DIBUJO ———
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(1) En el dibujo de la derecha se ve destacada la circunsferencia de centro (1, 1) y radio 2
junto con su exterior. Este conjunto es

A={z:]z—(1+19)| >2}

(2) En el dibujo de la izquierda se ve destacado el interior de la circunsferenca de centro
(2, —1) y radio 3/4. Este conjunto es

B={z:|z—(2—1)| < 3/4}

REecTAS Y SEMIPLANOS

Las rectas verticales y las rectas horizontales son muy faciles de describir. Para identifi-
car a una recta vertical basta decir en qué punto corta al eje real, es decir cudl es la parte
real de sus puntos. Andlogamente una recta horizontal queda determinada por la parte
imaginaria de todos sus puntos.

— DIBUJO —
El dibujo muestra a las rectas

Ry ={z € C: Re(z) = 3/4}, Ry ={z€C: Re(z) = —V2}

S1={z€C: Im(z) = 2}, Sy ={z€C: Im(z) = -1}

Las rectas que pasan por el origen pueden describirse como el conjunto de todos los
multiplos reales de uno cualquiera de sus puntos (no nulos). Si R es la recta que queremos
describir, tomamos uno de sus puntos, digamos v # 0y asi

R={z: z=1tv, cont € R}

Esta es una descripcion paramétrica de R y el pardmetro t recorre a R. Los t positivos
recorren la semirecta de R que contiene a v y los negativo la semirecta opuesta.

—— DIBUJO —
Otra manera de describir a estas rectas es pensarlas como rotadas de la recta real (la
recta horizontal por el origen). La recta real se puede describir por la ecuacién

Im(z) =0

Si R es larecta a describir y la multiplicamos adecuadamente podemos llevarla a coincidir
con la recta real, que ya sabemos describir. Si v € R, entonces los puntos de R tienen todos
el mismo argumento que v, digamos 6, y como el argumento de 7 es —6, resulta que

vR={vz: z € R}
es la recta real. Asi, si v € R, la ecuaciéon

Im(vz) =0
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describe a la recta R. Esto es, el conjunto de todos los z que la satisfacen es exactamente
R.
R ={z: Im(vz) =0}

Cada una de estas rectas determina dos semiplanos. En el caso de la recta real, el semi-
plano superior es
semiplano superior = {z : Im(z) > 0}

y el semiplano inferior es
semiplano inferior = {z : Im(z) < 0}
Analogamente los semiplanos determinados por R son
{z: Im(vz) > 0} y {z: Im(vz) < 0}

Para poder identificar cudl es cudl hay que pensar en la rotacién determinada por la mul-
tiplicacion por v, que lleva la recta R a la recta real y los semiplanos determinados por R
a los semiplanos determinados por la recta real. Otra manera de hacerlo es tomar un pun-
to zp en uno de los semiplanos y evaluar Im(vz). El resultado sera positivo o negativo,
nunca 0, y ese signo identifica a todo el semiplano en el que est4 2.

— DIBUJO

Nos quedan por describir todas las rectas que no son verticales, horizontales o pasan
por el origen. Pero esto no es dificil, ya que dada una recta cualquiera siempre podemos
trasladarla para hacerla pasar por el origen, es decir podemos llevarla a una que ya sabe-
mos describir.

- DIBUJO ——
Si S no pasa por el origen y w € S, entonces

R=S—-v={z—v: z€ 5}

es una recta que si pasa por el origen y S = R + v. Ahora si z es otro punto (distinto) de
S, w—v e Ryw—wv #0;luego S queda descripta por la ecuaciéon

Im((w—v)(z—v)) =0
Los semiplanos que determina esta recta estdn dados por
{z: Im((w —=v)(z —v)) > 0} y {z: Im((w —v)(z —v)) < 0}

y para identificarlos basta elegir un punto zp en el semiplano de interés y evaluar Im((w — v) (20—

v)).

DIBUJO ———
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Ejemplos. En cada caso determinamos la ecuacién que describe a la recta R presentada
y al semiplano elegido.

(1) R eslarecta por el origen que forma un dngulo de 45 grados con el eje de los reales
positivos. El semiplano elegido es el que contiene a los reales negativos.

— DIBUJO ——

(2) R; es la recta que pasa por lo puntos (3,1) y (0,2) y el semiplano elegido es el de la
derecha.

—  DIBUJO ——

SECTORES ANGULARES

Un sector angular como el del dibujo més abajo puede describirse de dos maneras na-
turales.

Usando la funcién argumento.

Intersecando dos semiplanos.

—— DIBUJO ——
En este caso por un lado

S={z:0<Arg(z) <7/4}

y por otro también
S={z:Im(z) >0y Im((1 —7)z) <0}

Si el sector angular a describir tiene su vértice en vy y no en el origen, para describirlo
usando la funcién argumento, hay pensar en el trasladado, por —v, que si tiene su vértice
en el orgigen. El sector angular general

— DIBUJO ——
queda descripto por
{z: a<Arg(z —wv) < a+6}

Ejemplo. Describimos el sector angular
—— DIBUJO —

usando la funcién argumento y como intersecciéon de dos semiplanos.
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CON]UNTOS CONSTRUIDOS A PARTIR DE LOS ANTERIORES

Problemas.

(1) Caracterizar el conjunto del dibujo (los bordes no perteneces a él).
— DIBUJO (sandwich de huevo)

(2) Considerar las rectas por el origen que pasan una por el punto (2,1) y la otra por el
punto (—2,1). Colorear “el mofio” y caracterizarlo como conjunto del plano.

(3) Considerar dos circulos Ay B, el primero de centro (2,2) y radio 1 y el otro de centro
(1,2) y radio 3/2. Colorear “la medialuna”. Escribir usando la operaciones de conjun-
tos a la medialuna (con sus bordes) en términos de los conjuntos Ay B. Caracterizar
la medialuna usando la aritmética de los complejos.

Soluciones. (1)
2)
(©)

7.7. Polinomios y el Teorema Fundamental del Algebra

7.8. Ejercicios y problemas
Ejercicios

Ejercicio 7.1.

Problemas

Problema 7.2.

245



Parte 111

ARITMETICA MODULAR

246



Capitulo 8

Congruencias de enteros

O+ @D =D

Imaginemos las siguiente situacién:

Son las 17hs y acabo de tomar el remedio, la préxima dosis me toca en 8 horas,
ala 1 de la mafiana. No me tengo que olvidar. Si, esta bien j17+8=1!

0 esta otra

Son las 15hs y salimos de viaje rumbo a la Patagonia. Tenemos 27 horas de
viaje por delante. ;Llegaremos a tomar la leche? A ver... 15 + 27 = 15 + 3, si,
llegaremos cerca de las 6 de la tarde.

Esté claro que ni 17 + 8 = 1 ni 15 + 27 = 18 es la suma de enteros. Sin embargo es la
suma del reloj, la suma en la aritmética del reloj de 24 horas (o de 12 horas si usamos la
notacion am y pm). En esta nueva aritmética, el resultado da siempre algo entre 0 y 23,
pues los multiplos de 24 son despreciables.

Siguiendo con la analogia, en este capitulo aprenderemos la aritmética del reloj, pero
para relojes arbitrarios de m horas, donde m es cualquier entero (esto nos servira sin duda
para cualquier planeta que visitemos).

8.1. La congruencia de enteros

Comenzamos con la definicién de congruencia entre enteros.

Definicién. Dados a, b, m enteros con m > 0, decimos que a es congruente a b médulo
m si m divide a la diferencia de a y b. En este caso, escribimos a = b (méd m). En
simbolos,

a=b (méd m) & m|a—b

El entero m se llama el médulo de la congruencia. Si a no es congruente a b médulo
m, es decir, si m { a — b, entonces decimos que a y b son incongruentes médulo m y
escribimos a Z b (m6d m) en este caso.
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Luego, por definicion,
a=b (méd m) <= b=km+a paraalginkecZ

Notacién. Para abreviar, a veces escribiremos a = b (m) o incluso a =,, b. Cuando el
modulo m esté implicito, o ya haya sido explicitado y no haya lugar a dudas, escribiremos
simplemente a = b. En este capitulo y los siguientes m denotara un médulo y asumiremos
pues que m > 0.

Por ejemplo, es claro que 7 =1 (mdd 2), 5 =17 (mdd 12) y 150 = 30 (méd 60). Menos
obvio resulta que 9876 = 237 (méd 17) y 9876 = 237 (méd 567). En efecto, 9876 — 237 =
9639 = 17 - 567.

De la definicién, tenemos que ¢ = 0 (méd m) siy sélo si m | a. Luego,
a=b (médm) < a—b=0 (médm)

Veamos que la congruencia es naturalmente una relaciéon de equivalencia en los enteros.

Proposicién 8.1. Dado m € N, la relacion de congruencia médulo m define una relacion de
equivalencia en Z. Es decir, valen

(a) a=a (méd m).
(b) a=0b (méd m)siysolosib=a (méd m).
(c) a=b (méd m)yb=c (méd m) implican a = ¢ (méd m).

Demostraciéon. Sigue directamente de las siguientes propiedades de divisibilidad.

(@ m| 0.

(b) Sim | a — bentoncesm | b — a.

(©)Sim|a—bym|b—centoncesm | (a—b)+ (b—c)=a—c O
Nota histérica. Carl F. Gauss (1777-1855), conocido como el Principe de las Matemdticas,
introdujo la nocién de congruencia médulo un entero en su obra cumbre Disquisitiones

Arithmeticae de 1801, cuando contaba con tan sélo 24 afios. Debido a la Proposicién ante-
rior, utiliz6 el simbolo = por su parecido con el simbolo = de igualdad.

8.1.1. Clases de congruencia

Como la congruencia médulo un entero m es una relacién de equivalencia, se sigue
entonces que el conjunto de niimeros enteros queda partido como unién (disjunta) de las
clases de equivalencia (ver Proposicién 3.1). Estas clases se llaman clases de congruencia
moédulo m. La clase de congruencia médulo m de un entero a es

[alm ={bEZ :b=a (mdédm)} (8.1)

Cuando m esté sobreentendido, la denotaremos simplemente por [a].
De las definiciones, es claro que
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a=b (médm) < |alm = [bm
r=y (méd m) < x,y€ [a]n
para todo a, z,y, m € Z.

Ejemplo. Los enteros 17, 112 y —18 son todos congruentes a 2 médulo 5 y por lo tanto
pertencen a la misma clase de equivalencia médulo 5. Luego, tenemos 17,112, —18 € [2]5
y [17]5 = [112]5 = [-18]5 = [2]5.

Veamos que s6lo hay m clases distintas de congruencia médulo m. En efecto,
[a +m]m = [a]m

paratodoa € Z. Ademds,como0,1,...,m—1(resp.1,2,...,m)sonenteros incongruentes
entre si médulo m, las clases [0, [1]m, - . ., [m — 1], (resp. [1]m, [2]m, - - -, [m]m) son todas
disjuntas. Por lo tanto tenemos

Z=[0lmULm U Ulm—1m = [nU2m U U [mm (8.2)

Notar que
Oln={a€Z:a=0 (médm)}={a€Z:m|a}=pn

es decir, la clase del 0 médulo m esta formada por todos los multiplos de m. ;Qué repre-
sentan las otras clases de congruencia? ;Cémo podemos describirlas?

Ejemplos. Tenemos Z = [0]2 U [1]2 y Z = [0]3 U [1]3 U [2]s.

(1) Como la clase del 0 médulo 2 corresponde a los pares (multiplos de 2), entonces [1]2
debe ser la clase de los impares.

(2) La clase [0]3 son los multiplos de 3, a [1]3 lo forman los nameros que difieren en 1 de
un multiplo de 3 y [2]3 son los enteros que difieren en 2 de un multiplo de 3. 0

Observacién. Si m = 1, todos los enteros son congruentes entre si médulo m. Es decir,
hay una sola clase médulo m = 1, la clase de los multiplos de 1, o sea todos los enteros.
En simbolos Z = [0];.

En el siguiente Capitulo haremos aritmética con estas clases de congruencia. Es decir,
operaremos con las clases jcomo si fueran ntimeros! Veremos que estos nuevos ‘ntime-
ros’ tienen propiedades muy interesantes. Cuando nos acustumbremos a ellos seremos
capaces de darnos cuenta de su poder de sintesis para realizar calculos.

8.1.2. Restos de la division entera

Ahora veremos como interpretar a los nimeros congruentes entre si médulo un entero
m a través de la divisioén entera, algo que tal vez ya deberia ser intuitivamente claro.

Comencemos con un ejemplo sencillo. Supongamos que el médulo es m = 7. Luego,
10 = 7 + 3 y 3 estan relacionados. También lo estdn 17 = 2 -7+ 3,24 = 3 -7+ 3y
—25 = (—4) - 7+ 3. Todos estos nimeros estan relacionados entre si, y vemos que todos
tienen resto 3 al dividir por 7. En efecto, todos los ntiimeros de la formaa = k-7 + 3
con k € Z son congruentes a 3 médulo 7. Este es un hecho general. Veamos primero un
resultado auxiliar.
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Lema8.2. Sia=b (méd m)y 0 < |b—a| < mentonces a = b.

Demostracién. Tenemos que b — a = km para algtn entero k. Como 0 < |[b —a| < m, la
Unica posibilidad es que k£ = 0, o sea |b — a| = 0. Luego, a = b. O

Proposicién 8.3. Dos enteros son congruentes modulo m si y sélo si tienen el mismo resto en la
divisién por m. En simbolos, dados a,b € Z vale

a=b (méd m) & a=qgm+r Yy b=g@gm-+r
donde q1,qo,7 € Zcon 0 < r < m.

Demostracién. Dividiendo a y b por m tenemos que a = ¢ym + r1 y b = gam + r con
q1,q92,7m1,m2 € Zy 0 < ry,rg < m.

Sia = b (méd m) entonces m | a — b. Por otra parte, a — b = (q1 — g2)m + (r1 — r2).
Como m divide a a — b entonces m divide a r; — rp. Luego, 71 — r2 = 0 (mdd m). Como
0 < |rqy — 72| < m, por el Lema 8.2 tenemos que r; = rs.

Reciprocamente, si a y b son dos enteros con el mismo resto en la divisién por m, enton-
cesTy =12y a—b=m(q1 — ¢q2) de donde m dividea a — b, esdecira = b (méd m). 0O

Notacién. Cuando m esta sobreentendido, el resto r de la divisién de a por m se suele
denotar por a, y se llama la reduccién de a médulo m. En simbolos, si

a=gm+r con 0<r<m

entonces
a=a médm=r (8.3)

Esto permite caracterizar las clases de congruencia en (8.2). Ahora es claro que
["lm={a€Z:a=qgm+rparaalging € Z} = mZ +r
para cada 0 < r < m. Por ejemplo, si m = 7 entonces

0y = {a€Z:a=Tm+0conqeZ}={...,-7,0,7,14,...}

[0]

17 = {a€Z:a=Tm+1lconqeZ}=4...,-6,1,8,15,...}
27 = {a€Z:a=Tm+2conqeZ}=A{...,-5,2,9,16,...}
Bl = {a€Z:a="m+3conqgeZ}={..,-4,3,10,17,...}
M7 = {a€Z:a=Tm+4conqgeZ}={..,-3,4,11,18,...}
bl = {a€Z:a=Tm+5bconqgeZ}={..,-2,512/19,...}
67 = {a€Z:a=Tm+6congeZ}={..,-1,6,13,20,...}

Observacién. Dado m € N, todas las clases de equivalencia de congruencia médulo m
tienen un tinico representante mayor o igual que 0 y menor estricto que m. Es decir, para
todo a € Z, exsite un tinico r con 0 < r < m tal que a = r (méd m). Este r es el resto de
la divisién de a por m.
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8.2. Propiedades basicas

Veremos ahora una serie de propiedades elementales de las congruencias, que nos seran
de suma utilidad en lo que sigue.

8.2.1. Linealidad

Comenzamos viendo que la relacién de congruencia se porta bien con las sumas y pro-
ductos bajo un mismo maédulo. Es claro que si

a=b (méd m) y ceZ

entonces
a+c=b+c (méd m) y ac=bc (méd m)

Esto sale directamente de la definicién de congruencia y las propiedades de divisibilidad.
Lo interesante es que estas propiedades se preservan si en lugar de usar el mismo c usamos
dos enteros ¢, ¢’ congruentes entre si.

Proposicién 8.4. Sean a,b,c,c/,m € Zconm > 0.Sia =b (méd m)yc = ¢ (méd m),
entonces
/

atc=b+c (méd m) y ac=bc (méd m)

Demostracion. Como a =
Luegom | (a —b) + (¢ — ¢
(méd m).

b (méd m)yc=¢ (méd m), entoncesm [a—bym |c—c.
'Y = (a+¢) — (b+ ), de donde se sigue que a + ¢ = b+ ¢

Notar que ac — bc’ = c¢(a —b) — b(¢’ — ¢). Luego, comom | a—by m | ¢ — ¢ tenemos que
m | ac — bc/, de donde sale que ac = b’ (méd m). O

Dado m € N, ya hemos observado que ser congruente a 0 médulo m, es ser un multiplo
de m. Luego, si a y b son multiplos de m, a = 0 (m) y b = 0 (m), entonces la Proposicién 8.4
dice que a+b = 0 (m), es decir, que a+b es multiplo de m. Por supuesto, esto ya lo sabemos
desde que estudiamos multiplos y divisores de ntimeros enteros.

Ejemplo. Seam = 5.Sia =23y b = 62, susuma es a+b = 85y su producto es ab = 1446.
Como a = 3 (m6d 5) y b = 2 (méd 5), entonces debe sera +b =3 +2 =0 (mdd 5) y
ab=2-3=1 (méd 5). En efecto, 85 =0 (mdd 5) y 1446 = 1 (méd 5).

Las propiedades de la proposicién anterior pueden ser iteradas y combinadas entre si.
Sea

f(@) = cpa™ + e 4 e e+ e (8.4)

donde cg, c1,...,¢n, € Zcon ¢, # 0y z es un simbolo. Tal f(z) se dice un polinomio con
coeficientes enteros o polinomio entero”. y se lo denota f(z) € Z[x]. Si a € Z, tenemos la
expresion polinémica en a

fla) = cpa™ + Cnflan_l +--+ CQCL2 +cia+cy €Z

que es también un entero. Decimos que f(a) es el polinomio f(x) evaluado en a.

"algo de esto ya vimos en el capitulo de ntimeros complejos y lo estudiaremos en algtin detalle en el
Capitulo ??
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Corolario 8.5. Sia =b (méd m) y o = (méd m) entonces:

(a) ax + by = ax + Py (mdéd m) para todo z,y € Z.

(b) a™ =b" (méd m) para todon € N.

(c) f(a) = f(b) (mbéd m) para todo f(z) € Z[x] como en (8.4).

Demostracién. Elresultado sale de forma inmediata usando la Proposicién 8.4 repetidas
veces. Haremos el item (b) y dejamos los demds como ejercicio para el lector. Hacemos
induccién en n. Tenemos a = a (méd m) y supongamos que a/ = b (méd m). Tomando

c=ayc = ben la proposicién, tenemos o/ ! = ¥’ (méd m), y luego a™ = b" (méd m)
para todo natural n. O

Ejemplo. Recordemos los ntimeros de Fermat, que son los de la forma F,, = 22" + 1 con
n € Np. Ya en el primer capitulo, mencionamos que Fp,. .., Fy son primos y que Euler
prob6 que Fs = 232 4 1 es compuesto mostrando que 641 | F5. Una forma f4cil de probar
esto es usando congruencias. Estudiaremos las potencias de 2 médulo 641. Tenemos

22 =4, 2'=16, 2°=256, 2'©=65536=154 (mdd 641)

Luego,
232 = (154)* = 23716 = 640 = —1 (méd 641)

Por lo tanto, F5 = 232 + 1 =0 (méd 641), es decir Fj es compuesto. O

8.2.2. Reduccién del modulo

En general, los factores comunes no nulos de ambos miembros de un congruencia no
se pueden simplificar. Por ejemplo, consideremos 48 = 18 (méd 10). Ambos miembros
son divisibles por 6, pero no es cierto que 8 = 3 (mdd 10). Sin embargo, dividiendo por
2 obtenemos 24 = 9 (mdéd 5), que si es correcto. Esto dltimo, si es un hecho general. Es
decir, un factor comun se puede simplificar a ambos miembros de la congruencia si el
modulo es divisible por el mismo factor, pagando el precio de dividir el médulo por este
factor también. Esto simplifica mucho la congruencia.

Proposicién 8.6. Sic > 0 entonces
a=b (méd m) si y solo si ac =bc  (méd mce)

Demostracién. Sale directo por la propiedad m | a — b siy sélo si cm | ¢(a — b). Necesi-
tamos que ¢ # 0 para poder simplificar y que ¢ > 0 para que mc > 0, o sea, un médulo
vélido. O

Cuando el médulo no es divisible por el factor comtn, atn es posible simplificar la
congruencia de alguna manera. La siguiente proposiciéon da cuenta de ello.

Proposicién 8.7 (Ley de simplificacién). Si ac = be (méd m) y d = (m, c) entonces
a=0b (méd %)

En particular, si ¢ = p es primo y p t m, entonces a = b (méd m).
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En otras palabras, un factor comun se puede simplificar si el médulo es divible por el
maximo comun divisor entre ambos. En particular, un factor comtin primo, coprimo con
el médulo, siempre puede ser simplificado.

Demostracién. Por hipétesis, m | c(a—b) de donde fi) (a—b).Como (7, 5) = 1 tenemos
m

|
que " debe dividira a — by porlo tanto a = b (méd %) como queriamos ver. O
8.2.3. Otras propiedades
Divisibilidad

Veamos que dada una congruencia, si un entero divide a un miembro y divide al mé-
dulo entonces divide al otro miembro.

Proposicion 8.8. Supongamos que a =b (méd m). Sid | ay d | m entonces d | b.

Demostracién. Basta suponer que d > 0. Por transitividad, comod | my m | a — b
entonces d | a —b,0seaa = b (mdd d). Como a | d entonces a = 0 (méd d) de donde
b=0 (mdd d).

Otra forma. Tenemos b = km + a para algtn entero k. Como d | m y d | a entonces
d|b. O

Ahora veamos que niimeros congruentes tienen el mismo maximo comun divisor con
el médulo.

Proposicion 8.9. Sia = b (méd m) entonces (a, m) = (b, m).

Demostracién. Sea d = (a,m)y e = (b,m). Comod | ayd | m, por la proposicién
anterior, d | by por lo tanto d | e. Andlogamente, e | b, e | m, luego e | a y porlo tanto e | d.
Asi, d = e como queriamos ver. O

Producto de médulos

Proposicién 8.10. Supongamos que a =b (méd m) y a =b (méd n). Si (m,n) = 1 entonces
a=b (méd mn).

Demostracién. Tenemos m |a—byn|a—bycomo (m,n) =1entoncesmn |a—>b. O
Luego, para médulos primos esto siempre vale.
Corolario 8.11. Sia =b (méd p) y a =b (méd q) con p, g primos entonces a = b (méd pq).

Ejemplo. Como 34—4 = 30, tenemos que 34 = 4mddulo 2, 3, 5, 6, 10, 15y 30. Sin embargo,
34 =4 (méd 3) y 34 =4 (mdd 6) no implican que 34 = 4 (mdd 18). El problema estd en
que 3 y 6 no son coprimos.
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8.3. Aplicaciones de congruencias

8.3.1. Aplicaciones a la aritmética entera: cilculos con potencias

Veremos aqui como usar congruencias en algunos problemas aritméticos. Las congruen-
cias son un método muy potente de célculo, ya que suelen reducir computos largos y di-
ficiles a algunas pocas cuentas. Aqui conviene pensar que tenemos un niimero N muy
grande, por lo general dado en término de potencias de ntimeros o sumas de potencias.
Imaginemos entonces que tenemos un nimero

N = (8.5)

. . . 356 4
donde c y e son enteros conocidos. Por ejemplo, N = 1319 ¢ N = 721249™" M4s general-
mente, podemos considerar niimeros de la forma

N=c'+-+c*
Veremos a continuacién cémo:
(a) calcular restos de la divisién de N por un entero;
(b) calcular las tltimas cifras de N (unidades, decenas, etc);
(c) determinar si NV es divisible o no por un entero dado.

Las reglas de divisibilidad son otra aplicacién importante, que veremos en la siguiente
seccion. Otra aplicacion de las congruencias realmente ttil en la préctica, es en criptogra-
fia. Este es el arte de encriptar datos de forma segura (mantenerlos ocultos, seguros de la
mirada de extrafios). El algoritmo del famoso método RSA se basa en el uso apropiado de
congruencias.

Potencias

La clave para todas estas aplicaciones mencionadas arriba es saber calcular congruen-
cias de potencias. Muchas veces, las potencias de un nimero dado, digamos ab, k e N,
al mirarlas médulo un entero m toman expresiones sencillas y pueden por lo general ser
mas o menos bien descriptas. Esto ayuda en las cuentas que queramos hacer.

Veamos con un ejemplo la forma de proceder en general. El truco es encontrar una po-
tencia k de a tal que a* sea pequefio o facil de operar (en lo posible, a* = 0, +1, £2 médulo

Ejemplo. Estudiemos las potencias de 2 médulo los primeros enteros. Veamos 2¥ (méd m)

para 3 < m < 10, y calculemos cuanto es N = 221> mgdulo m.
m = 3. Tenemos
2°=1=1 (mdd 3)
2l =2=2 (mdd 3)
22=4=1 (mdd 3)
22=8=2 (mdd 3)
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Es claro que en general tenemos
o2k

(méd 3)

1
2 (mdéd 3) (8.6)

para todo k € N. Luego N =2 (méd 3).
m = 4,8. Tenemos 2° = 1 (mdd 4),2! =2 (méd 4),22 =4 =0 (mdd 4). Luego
k=0 (méd4) k>2

Similarmente,
=0 (méd8) k>3

Luego N =0 (méd 4) y N =0 (méd 8).

m = 5. Tenemos
=1=1 (mdd 5) 22=4=4 (méd 5)
2! =2=2 (mdd 5) 2°=8=3 (mdd5)

Luego, 2* =2-3 =1 (méd 5) y por lo tanto es claro que a partir de aqui se repiten
las congruencias y tenemos

2% =1 (méd 5)
2%+ =2 (méd 5) 67)
24%+2 = 4 (méd 5) '
24+3 =3 (méd 5)
para todo k € N. Luego N = 2450343 = 3 (méd 5)
m = 6. Tenemos 2 =1 =1 (mdd 6) y
21 =2=2 (mdd 6) 22=8=2 (mdd 6)
22=4=4 (méd 6) 2 =16=4 (méd 6)

Luego, es claro que
228 =4 (méd 6)
22l =9 (méd 6)
para todo £ € N. Luego N = 2 (mdd 6). Notar que esto también sale a partir del

caso m = 3. En efecto, usando la Proposicién 8.6 con ¢ = 2 en (8.6) se obtienen las
congruencias de arriba.

m = 7. Aqui, como 23 = 1 (méd 7), hay 3 clases de congruencias, dadas por
238 =1 (méd 7)
231 =2 (méd 7)
2342 =4 (méd 7)
para todo £ € N. Notar que también sale de (8.6), usando la Proposicién 8.6 con

c=2.Luego N = 2367142 = 4 (méd 7).
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m = 9. Como 23 = 8 = —1 (méd 9), tenemos que 26 = 1 (méd 9) y que 2* = —2
(méd 9) y 25 = —4 (méd 9). Luego,

2l =2=2 (mdd 9) 21 =16=-2=7 (méd9)
22=4=4 (méd 9) 2=32=-4=5 (méd9)
2 =8=-1 (méd9) MV =64=-8=1 (méd?9)

Luego, es claro que

26k =1 (méd 6) 26k+3 =8 (méd 6)
26k =9 (méd 6) 264 = 7 (méd 6)
26F12 = 4 (méd 6) 265 =5 (méd 6)

para todo k € N. Luego N = 26335+5 = 5 (mdd 9).

m = 10. Sale como en los casos anteriores, notando que como 2° = 2 (méd 10),
comienza a repetirse. Podemos nuevamente usar el caso m = 5. A partir de (8.7), y
usando la Proposicién 8.6 con ¢ = 2, tenemos

2% =9 (méd 10)
o+l =4 (méd 10)
24+2 =8 (méd 10)
2%+3 =6 (méd 10)
Luego N = 2430343 = 6 (méd 10). o

Particularmente importante serd el estudio de las potencias de 10 médulo un entero m.
Esto lo haremos cuando veamos las reglas de divisibilidad.

Observacion. Sea ¢ = ¢ mdéd m la reducciéon de ¢ modulo m, es decir, el menor entero
positivo r tal que ¢ = r (méd m). Notar que como

cc=¢ (méd m)

siempre podemos reducir la base N médulo m de modo de reducir el problema al caso
enque N < m.

Por ejemplo, para calcular 1237 (méd 10) basta notar que 123 = 120 +3 = 3 (méd 10).
Luego,
12317 = 37 (méd 10)

que es mucho mas sencillo de calcular.

Veamos ahora un resultado bastante curioso que permite reducir ciertas sumas de po-
tencias médulo 6, cuando los exponentes son ndmeros de Fermat Fy, = 22" + 1, k € Nj.

Proposicién 8.12. Siey, ..., e, son niimeros de Fermat entonces

ni1+...+ngrzn1+---+n7« (médﬁ)
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Demostracién. La prueba se basa en laidentidad 2® —z = z(22 = 1) = z(z — 1)(z + 1) y
en el hecho de que si x € Z entonces 6 | z(x — 1)(x + 1) por ser 3 enteros consecutivos.
Sea
n:=mny+---+n,

Supongamos primero que los e; son todos iguales a 3 (i.e., e; = Fp). Tenemos que

ity = (- )t () = ne) 4
= nmnm—D(m+1)+ - +n(n— (. +1)+n

Como 6 divide a cada término n;(n; — 1)(n; + 1), tenemos que n3 + - - - +n2 = n (méd 6).
En general, usamos que

e 2 _ 1) = x(a:QQk_l - 1)(3:22]6_1

Si seguimos factorizando los factores de la forma %’ — 1 llegamos a la expresion

—x =z +1)

2 — =z - D+ 1)@+ )@ +1) - (x22k*1 4 1)

que es divisible por 6. O sea

" =2 (méd 6)

Luego, es claro que
n' +---+n"=n (mdd 6)

para todo k1, ...,k € Ny, donde ey, ..., e, son nimeros de Fermat. O

Ejemplo. Tipicamente, usamos esto para expresiones con potencias que involucran los
exponentes 3, 5, 17 y 255. Por ejemplo:

(1) 1287 + 75 + 1125 + 1233 =12+ 7+ 11 + 123 = 153 = 3 (méd 6).
(2 B+25+3+434+535=1+2+3+4+5=3 (méd 6). Mds generalmente,
n
ZiFji 514_24_3_’_...4_”:%
i=0
Luego, 6 | 1190 4 251 + 3152 4 ... 4+ nfin sin es de la forma n = 24k 6 n = 24k — 1.

(B) 1°P+254+4°+8 +16°=1+2+4+8+16 = 31 =1 (méd 6). Mas generalmente,

tenemos
T

Z(Q’L)sz — 1Fj0 + 2Fj1 + (22)Fj2 + (23>Fj3 + . + (QT)FJ‘T

i=0
1 5d 6 si r es par,

= 1+2+22+23++2T:2T+1_1E (m(? ) r p
3 (méd 6) siresimpar.
Muchos otros ejemplos interesantes de este tipo pueden ser provistos por el lector. 0
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Restos de la division entera

Ya sabemos que encontrar el resto r de la divisiéon entera de NV por m, es equivalente a
encontrar un r tal que N =r (méd m) con 0 <r < m.

Casos particulares importantes son cuando m = 10y » = 0. Si m = 10, el resto de la
divisién por m no es otra cosa que el digito de la unidad de V. Por otro lado, si r = 0
entonces N es divisible por m.

Ejemplo. Calculemos el resto de dividir N = 10'3° por 7.

Directamente: como 10? = 32 = 2 (mdd 7), tenemos que 103 =10-10° =3-2 =6 =
—1 (méd 7) de donde 10° = (10%)? = (=1)?2 = 1 (méd 7). Como 135 = 6 - 22 + 3
tenemos

10135 = 109223 = (102.103=1-6 =6 (méd 7)

Reduciendo la base: tenemos 10'3° = 313° (méd 7). Notar que 32 = 2 (méd 7), luego
33=6=—1 (mdd 7) y por lo tanto 3¢ = 1 (méd 7). Luego,

31 = 362246 — (36)2.39=1.6=6 (méd 7)
yasi 101° =6 (méd 7). O
Las cuentas no siempre son tan faciles o directas como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo. ;Cuadl es el resto de dividir N = 3¢ por 31? Para empezar, notar que tenemos
33 =27 = —4 (méd 31). Como queremos usar esto, escribimos 64 = 3 - 21 + 1 y tenemos

30 = (3% .3=(-4)?'.3=-2".3 (mdd 31)

Ahora, el problema se reduce a estudiar las potencias de 2 médulo 31. Como 2° = 32 = 1
(méd 31), usando 42 = 5 - 8 + 2 llegamos a que

364 = _998+2.3 - _(2%)8.22.3=-12=19 (méd 31)
Luego, el resto de dividir 3% por 31 es 19. O

En general se trata de saber qué trucos usar y cuando, y sin duda esto lo da la practica.

Las cifras de un niimero grande

Sea N = ¢® como en (8.5) ;En qué digitos termina N? Por ejemplo, ;cudles son las
altimas 3 cifras de N? Nos estamos preguntando por las unidades, decenas y centenas de
N dado como en (8.5). Es decir, si

N =a,---asajag
debemos determinar ag, a1 y az. Por notacién decimal, sabemos que esto significa
N =a, 10" + a, 110" 4+ - + a210% + a110 + ag (8.8)
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donde 0 < ag,aq,...,a, <09.

Para determinar ag basta calcular N (mdéd 10), pues tomando congruencia médulo 10
en la expresién (8.8) tenemos N = ag (mdéd 10), por Corolario 8.5. Para determinar a;,
basta calcular N (méd 100), pues tomando congruencia médulo 100 en (8.8), tenemos
N = 110 4+ ap (mdd 100). Para determinar a; tomamos congruencia médulo 1000. Est4
claro cudl es la forma de proceder en general. El tinico inconveniente es que las cuentas
se van complicando paulatinamente al aumentar el £ del a;, que queremos determinar.

Maés generalmente, para N = c{' + - - - + c{* tomamos congruencia médulo 10 si lo que
queremos es determinar los dltimos (k + 1)-digitos de NV, es decir la cadena ay, - - - ajag si
N =a, - agtiag - - - ajap, y utilizamos el Corolario 8.5.

Ejemplo. Calculemos los 3 tltimos digitos de N = 5897'2. En primer lugar, sabemos que
589712 = 7!2 (mdd 10). Luego, las unidades, decenas y centenas de N son las mismas que
las correspondientes de 712

Tenemos que 72 = 49 = 9 = —1 (méd 10), luego 7* = 92 = 81 = 1 (mdd 10). De este
modo tenemos que

=1t =¥ =13=1 (mdd 10)
Por ende, el digito de unidades de 7'2 es 1.
Ahora, 74 = 49?2 = 2401 = 1 (mdd 100). Luego,
72 = (2 =1 (mdéd 100)

De este modo, la cifra de las decenas de 7'2 es 0 y N termina en 01.
Finalmente, tenemos que 74 = 2401 = 401 (méd 1000). Luego,

712 = (71?71 = 4012 - 401 = 160801 - 401 = 801 - 401 = 321201 = 201 (méd 1000)

De esta manera 7'2, y por lo tanto N, termina en 201. O

Divisibilidad

Decir que un nimero N es divisible por d es lo mismo que ver que N es congruente a 0
moédulo d. En simbolos,

d| N & N=0 (mdd d)

Sin embargo, si N es como en (8.5), es mucho més ficil calcular la congruencia, sin nece-
sidad de calcular toda la potencia.

Ejemplo. ;Es N = 52013 + 72013 dijvisible por 62 Responderemos la pregunta sin calcular
las potencias explicitamente. Tomemos m = 6 y veamos si N es congruente a 0 0o no
modulo 6. Por un lado sabemos que 7 = 1 (méd 6) y luego por la Proposicién 8.4,

=1 (méd 6)

para cualquier k € N. Por otrolado 5 = —1 (mdd 6) yasi5? =1 (méd 6) (esto también si-
gue directamente ya que 52 = 25), luego la Proposicion 8.4 implica que (52)F = 1 (méd 6),
o0 sea

52 =1 (méd 6)

259



8.3 Aplicaciones de congruencias R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

para cualquier k£ € N. De todo esto se sigue que
52018 4 72018 — (5°912.5) +1=1-54+1=0 (méd 6)
Concluimos que 6 | 52013 4 72013, 0

Ejemplo. Veamos que 5n2 + 7n® es multiplo de 12 para todo n. Ya sabemos que este tipo
de problema puede resolverse por induccién. Sin embargo, las congruencias también son
muy utiles en este caso. Notar que, como (12k + i)® = ¢ (méd 12), basta analizar las
potencias n® médulo 12 para 1 < n < 11, y lo mismo para n°.

5
En general obtendriamos 2 listas con las congruencias de n® (méd 12) yden® (méd 12).
Sin embargo, en este caso sucede algo curioso. Como 12 — k = k (méd 12) tenemos que

12=112=1 (mdd 12)

22=10°=4 (méd 12)

32=92=9 (méd 12)

42=8"=4 (mébd 12)

52=7"=1 (méd 12)
y62=0 (méd 12).

De aqui se deduce que
n®=n3 (méd 12) (8.9)

(el lector deberia chequear esto). S6lo a modo de curiosidad damos el las congruencias

°=1>=1 (méd 12)
2°=23=8 (méd 12)
33=33=3 (méd 12)
P =43=4 (méd 12)
5°=5"=5 (méd 12)
Es claro que (8.9) inmediatamente implica que
12 | 5n® 4 7nd
pues 5n3 + 7n’ = (54 7)n3 =0 (méd 12). O

8.3.2. Aplicaciones a la vida cotidiana

Digresion. Es claro que en nuestra vida cotidiana usamos congruencias inconscientemen-
te. Sin embargo, la costumbre hace que hagamos las cuentas de forma correcta y que su
aritmética no nos parezca rara. Veamos algunos ejemplos de situaciones y los médulos
correspondientes que usamos:
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Relojes: usamos médulo 12 6 24 para las horas, médulo 60 para los minutos y segun-
dos. Si estamos cronometrando algo, también usamos médulo 10 para las décimas
de segundo, médulo 100 para las centésimas, etcétera.

Fechas: usamos médulo 7 para los dias de la semana y médulo 12 para los meses
del afio. Por ejemplo, si es martes y debemos pagar una boleta que se vence dentro
de 10 dias, sabemos que hay que contar 3 dias a partir del martes, o sea miercoles,
jueves y viernes. Luego, de aca a 2 viernes a mas tardar deberiamos pagar nuestra
boleta para que no se venza. Si estamos en abril (mes 4) y sabemos que en 18 me-
ses nos entregan la casa, esta serd en el mes 4+6=10, o sea en octubre del préximo
ano. Usamos mdédulo 4 para calcular afios bisiestos. Otro ejemplo de este tipo es el
horéscopo chino que cambia de signo cada 12 afios.

Compras de almacén: usamos congruencias cuando pedimos por docenas (huevos,
facturas), o por cuartos o medios quilos (pan, criollos, quesos, etc).

Angulos: cuando trabajamos con los dngulos de la geometria plana y los medimos
en grados, estamos usando congruencias médulo 360 para los grados y médulo 60
para los minutos y segundos. Son muy usados en la prictica en navegaciéon y en
astronomia. También en las latitudes y longitudes de una localizacién geografica
usa angulos.

Claramente, aplicamos congruencias en situaciones donde hay una cierta periodicidad, y
esta puede ser medida de forma discreta (es decir, no continua).

Férmula para el dia de la semana a partir de la fecha

Existe una curiosa férmula (aunque no es curioso que la férmula exista) para saber, dada
una fecha, de qué dia de la semana se trata. Toda fecha, como 1 de enero de 2001, define
4 enteros n, m, a, b como sigue. Sea n el nimero que corresponde al dia del mes (n = 1
en nuestro ejemplo). Sea m el nimero del mes contando desde marzo. O sea, m = 1 para
marzo, m = 2 para abril, ..., m = 10 para diciembre, m = 11 para enero y m = 12 para
febrero. Esto peculiar eleccién se debe a que en los afios bisiestos un dia extra es afladido
a febrero (ademads es coherente con el lenguaje, ya que setiembre, octubre, noviembre y
diciembre, claramente aluden a séptimo, octavo, noveno y décimo). Representemos a los
afos por ac donde c son las centenas (tltimas dos cifras) y a el resto (a = 20y ¢ = 01 en
nuestro ejemplo). Por dltimo, sea d el dia de la semana, con d = 0 para domingo, d = 1
para lunes, y asi hasta d = 6 para el sabado.

Proposicion 8.13 (Dia de la semana a partir de la fecha). En las notaciones previas, para cual-
quier fecha n/m/ac, a partir del 15 de octubre de 1582 dC, el dia de la semana que le corresponde
es

d=n+[2,6m—02]+c+[c/4] + [a/4] —2a — (1 +b)[m/11] (mbd 7)

donde [ - | denota la funcion parte entera y ponemos b = 1 si el afio es bisiesto y b = 0 si no.

La férmula vale a partir del 15 de octubre de 1582, que es cuando se adopt6 el calenda-
rio gregoriano actualmente en uso. Recordar que los afios bisiestos son aquellos que son
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divisibles por 4, salvo los que son divisibles por 100, que entonces son bisiestos si ademaés
son divisibles por 400. Por ejemplo, 1984 y 2000 son bisiestos, pero 1900 y 2100 no lo son.

Ejemplo. Calculemos que dia cay6 el ‘barrilete c6smico’, es decir el dia de los goles de
Diego Maradona a los ingleses. Todos sabemos (o deberiamos) que ese dia fue el 22 de
junio de 1986. Luego, tenemos n = 22, m = 4,a = 19y ¢ = 86. Ademas b = 0. Por la
férmula tenemos

d = 22+[2,6-4—0,2] + 86 + [86/4] 4 [19/4] —2-19 — (1 4 0)[4/11]
= 22410+86+21+4-38=105=7-15=0 (méd 7)

Luego d = 0, es decir fue un domingo! e

Demostracion. La prueba esuna curiosa aplicacién del principio de induccién hacia atrés.
Veremos que la férmula es correcta viendo que: (i) si es correcta para una fecha, entonces
también es correcta para la fecha del dia siguiente y para la del dia previo, y (ii) que en
efecto es correcta para una fecha cualquiera del calendario, a partir de 1582. (Si usamos el
15 de octubre de 1582 como punto de partida entonces sale con la induccién normal.)

Para ver el punto (i), veremos que si la férmula vale para una fecha dada entonces tam-
bién vale para el dia siguiente. Haremos un estudio caso por caso. En todos los casos
debemos ver que al cambiar los valores de n,m, a,c y b de la fecha por n’, m’,d’, ¢ y ¥/ de
la fecha del dia siguiente, cambia el valor de d (mdéd 7) porelde d + 1 (méd 7).

Recordemos que los meses de 31 dias son enero, marzo, mayo, julio, agosto, octubre y
diciembre (que correspondena 11,1, 3, 5, 6 y 8), los de 30 dias son abril, junio, setiembre
y noviembre (2,4, 7y 9), y febrero tiene 28".

(a) cambio de dia, pero no de mes ni de afio (por ejemplo, 9 de julio de 1816). En este caso
es claro que sélo cambia n por n + 1y por lo tanto d por d 4 1 médulo 7.

(b) cambio de mes, de 31 dias, sin cambio de afio (por ejemplo 31 de enero de 2000).
Tenemosn =31,n'=1,m € {1,3,5,6,8,10}, W’ =m+1l,a=d yd =c

(c) cambio de mes, de 30 dias, sin cambio de afio (por ejemplo 30 de abril de 2000). Tene-
mosn =30,n"=1,me{2,4,7,9},m=m+1l,a=dyd =c

(d) cambio de mes, de 29 dias (29 de febrero de cualquier afio bisiesto). Tenemos n = 29
conb=1,n"=1m=12,m'=1l,a=dyd =c+1.

(e) cambio de mes, de 28 dias (28 de febrero de un afio no bisiesto). Tenemos n = 28 con
b=0,n"=1m=12,m' =1, a=d yd =c+1.

(f) cambio de afio sin cambio de siglo (por ejemplo, 31 de diciembre de 2013) Tenemos
n=3L,n"=1m=10,m' =1l,a=d yd =c+1.

(g) cambio de afio con cambio de siglo (por ejemplo, 31 de diciembre de 1999) Tenemos
n=3L,n"=1m=10m' =11,d =a+1lyc=99yd =0.

"recordar el versito de la primaria treinta dias trae noviembre / con abril, julio y septiembre / de veintiocho sélo
hay uno /y los demds, de treinta y uno.
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Para ver que la férmula es valida para el dia precedente se procede de manera similar,
y lo dejamos como ejercicio para el lector.

El punto (ii) ya lo verificamos en el ejemplo anterior, luego la férmula es valida para
toda fecha posterior al 15 de octubre de 1582. O

8.4. Reglas de divisibilidad

8.4.1. Reglas de divisibilidad y la notacién decimal

Las reglas de divisibilidad dicen cudndo un ntiimero dado es divisible por otro en térmi-
nos de su representacién decimal. Dado a € N consideramos su representacion decimal,
a = (aray—1...a1a9)10, y dado un m € N queremos condiciones sobre los digitos de «,
ap,ai, ..., a, que indiquen si a es divisible por m o no. Las condiciones buscadas las de-
duciremos de la identidad @ = 0 (mdéd m) que dice exactamente que m | a.

En general, la expresion a = (a, ... ajap)10 €s una abreviatura de
a=a10"+ -+ a110 + ag (8.10)
Si queremos estudiar cuando m | a, tomando congruencia médulo m arriba tenemos
a=a10"+ - +a110 +ayp (méd m) (8.11)

y a partir de aqui deducimos condiciones para los ayo, . . . , a,, de modo tal de asegurar que
a =0 (méd m). Para esto serd de vital importancia estudiar las potencias de diez

10,10%,...,10" (mé6d m)

involucradas.

Por ejemplo, para decidir cudndo a es divisible por 10, tomamos m = 10 y tenemos que
a=a10"+---+a;10 4+ ap = ap (méd 10). Dado que 0 < ap < 9, entonces

ap =0 (mdd 10) & ap =0
Por lo tanto, a es divisible por 10 si y s6lo si ag = 0, es decir a “termina en 0”.

Observaciéon. Notar que por la Proposiciéon 8.10 solo bastard dar reglas de divisibilidad
para potencias de primos, pues si a es divisible por p” y es divisible por ¢° entonces es divi-
sible por p"¢*, donde p, g son primos distintos. En general, se tiene que si

T, T Tk
m_p11p22...pk

es la factorizacion prima de m, entonces un entero cualquiera a es divisible por m si a es divisible
por todos y cada uno de los p;', 1 < i < k.

Por ejemplo, un entero n es:
divisible por 6, si es divisible por 2 y por 3;

divisible por 12, si es divisible por 3 y por 4 (pero no por 2 y por 6);
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divisible por 14, si es divisible por 2 y por 7;

divisible por 15, si es divisible por 3 y por 5;

divisible por 18, si es divisible por 2 y por 9 (pero no por 3 y por 6);
divisible por 20, si es divisible por 4 y por 5 (pero no por 2 y por 10);

Del mismo modo, m es divisible por 21, si es divisible por 3 y por 7; es divisible por 22, si
es divisible por 2 y por 11; es divisible por 24, si es divisible por 3 y por 8 (pero no por 4y
por 6); es divisible por 28, si es divisible por 4 y por 7 (pero no por 2 y por 14); es divisible
por 30, si es divisible por 2, por 3 y por 5.

8.4.2. Reglas de divisibilidad

Reglas basicas de divisibilidad

Proposicién 8.14 (divisibilidad por 2, 5 y 10). Sea a € Z.
(a) a es divisible por 2 si su digito de unidades es par (i.e., 0,2,4,6 u 8).

(b) a es divisible por 5 si su digito de unidades es 0 6 5.

(c) a es divisible por 10 si su digito de unidades es 0.

Demostracién. En todos los casos partimos de las expresiones (8.10) y (8.11).

(a) DrvisiBILIDAD POR 2. Aqui m = 2y como 10 = 0 (mdd 2) tenemos a = ag (méd 2).
Ahora, ap = 0 (mdéd 2) siy s6lo si es par, es decir si y sélo si ag = 0,2,4,6,8.

(b) DrvisiBiLIDAD POR 5. Como 10 = 0 (mdd 5) tenemos a = ap (mdd 5) y agp = 0 (méd 5)
siysolosiay =0,5.

(c) DrvisiBILIDAD POR 10. Ya vimos esto directamente. Usando lo anterior, para que n sea di-
visible por 10 debe ser divisible por 2 (digito de unidades par) y por 5 (digito de unidades
0 6 5), luego, el digito de unidades debe ser 0. O

Proposicién 8.15 (divisibilidad por 3,9y 11). Sea a € Z con a = (a, - - - a1a9)10-

(a) a es divisible por 3 si la suma de sus digitos ag + - - - + a, es divisible por 3.
(b) a es divisible por 9 si la suma de sus digitos ag + - - - 4 a, es divisible por 9.

(c) a es divisible por 11 si la suma alternada de sus digitos, comenzando desde las unidades,
ap —ay +az — -+ -+ (—1)"a, es divisible por 11.

Demostracién. Como antes, partimos de las expresiones (8.10) y (8.11).

(a) DivisiBiLIDAD POR 3. Como 10 = 1 (méd 3) tenemos que 10 = 1 (méd 3) para todo k.
Luego
a=ar+---+ax+a;+ap (méd 3)
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Asf, a es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus digitos es divisible por 3.
(b) DrvisiBiLIDAD POR 9. La prueba es idéntica a la anterior, cambiando 3 por 9.

(c) DivisiBILIDAD POR 11. Notar que 10 = —1 (mdd 11). Luego 10> = 1 (méd 10). Es claro
que las potencias de 10 son congruentes a 1 6 —1 segtin la paridad de la potencia. Es decir,

10%* =1 (méd 11),  10*' = -1 (méd 11)
para todo k£ € N. Luego,
a=ay—a;+az—az+---+(—1)"a, (méd 11)

de donde a e divisible por 11 si y s6lo si la suma alternada de sus digitos (empezando
desde las unidades con signo positivo) es divisible por 11. O

Ejemplo. ;Es 3.737.868 divisible por 3? ;y por 9?7 La suma de sus digitos es 42, cuyos
digitos suman 6. Como 6 es divisible por 3, 42 también los es y asi 3.737.868 resulta divi-
sible por 3. Como 6 no es divisible por 9, tampoco lo es 42 y por lo tanto, 3.737.868 no es
divisible por 9. Notar que hemos tenido que usar la regla 2 veces. O

Ejemplo. El nimero 121 es divisible por 11, ya que 1 — 2 4+ 1 = 0 es divisible por 11. El
numero 12321 no es divisible por 11 pues 1 — 2 + 3 — 4 4+ 5 = 3 no es divisible por 11.
Analogamente, el nimero 1234321 es divisible por 11, pero 123454321 no lo es. O

Ejemplo. Los siguiente son ejemplos de ntimeros divisibles por 11:
(1) 11,1111, y en general 1111 ---1111 con una cantidad par de unos.

(2) Los nameros capictas agpaq - - - aray - - - a1a9 con un nimero par de digitos como por
ejemplo 135278872531.

(3) Los ntimeros de la forma a,a, - - - azazaiaiapag como por ejemplo 337722110099. ¢

Proposicién 8.16 (divisibilidad por 4 y 8). Sea a € Z.

(a) a es divisible por 4 si el niimero formado por sus 2 ultimos digitos es divisible por 4.
Un criterio para esto es que 2 veces las decenas mas las unidades sea divisible por 4. En
particular, a es divisible por 4 si termina en ayaq con: (i) ay par y ap € {0,4, 8} o (ii) a;
impar y a1 € {2,6}.

(b) a es divisible por 8 si el niimero formado por sus 3 tiltimas cifras es divisible por 8. Un
criterio para esto es que 4 veces las centenas mas 2 veces las decenas mas las unidades sea
divisible por 8. En particular, a es divisible por 8 si termina en azaiaq con: (i) ag pary
ayag es divisible por 8 6 (ii) as impar y ayag divisible por 4.

Demostracién. Partimos de (8.10) y (8.11).

(a) DivisiBILIDAD POR 4. Tenemos 10 = 2 (méd 4) y 102 = 0 (méd 4), luego 10¥ = 0
(méd 4) para todo k& > 2. Esto dice que a es divisible por 4 si el nimero formado por
sus 2 ultimos digitos es divisible por 4. Mds atn, tenemos

a=2a;+ap (méd 4)
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De aqui se deduce que si a; es par, 4 | 2a; y por lo tanto ¢ = 0 (mdd 4) siy sélosi4 | ap.
Por otro lado, si a; es impar, entonces 2a; = 2 (mdd 4) yasi a = 0 (méd 4) si ap = 2
(méd 4), o sea ag =20 ag = 6.

(b) DrvisiBiLIDAD POR 8. Tenemos 10 = 2 (méd 8), 100 = 4 (méd 8) y 10 =0 (méd 8) para
todo k > 3. Luego, a es divisible por 8 si el nimero formado por sus 3 dltimos digitos es
divisible por 8 y tenemos

a =4as +2a1 + ap  (méd 8)

Si ag es par entonces az = 2k y a = 2a1 + ap (méd 8). Si as es impar entonces ay = 2k + 1
ya=4+2a; 4+ ap (méd 8). De aqui se deduce la tltima afirmacién del enunciado. [

Ejemplo. El nimero 1728 es divisible por 4, pues 28 es multiplo de 4; y es divisible por 8,
pues4 -7+ 2-2+ 8 = 40 lo es. El nimero 1492 es divisible por 4, pues 92 lo es; pero no
es divisible por 8, pues 4 -4+ 2-9 + 2 = 36 no lo es. 0

Las reglas de divisibilidad por 7y 13 son parecidas a las del 11, sélo que aqui las sumas
alternadas se hacen con ciertos “pesos” (alternativamente en bloques de 3 digitos).

Proposicién 8.17 (divisibilidad por 7). Un entero a es divisible por 7 si la suma pesada de
sus digitos con pesos sucesivos 1, 3,2, —1, —3, —2, comenzando desde las unidades, es divisible
por 7. Mds precisamente, si a = (a, - - - a1ap)10, entonces a es divisible por 7 si y sélo si

[r/6]
Z —206k+5 — 3A6k+4 — A6k+3 T 206k+2 + 3acr41 + agr =0 (méd 7) (8.12)
k=0

Demostracién. Notar que 10 = 3 (mdéd 7), 102 = 2 (méd 7), 103 = 6 (méd 7), 10* = 4
(méd 7),10° =5 (méd 7)y 106 = 1 (méd 7). Luego, para todo k se tiene 10 = 1 (méd 7)
y por lo tanto

10 =1 (méd 7) 105%13 = —1 (méd 7)
1055+t =3 (méd 7) 1055+ = 3 (méd 7)
10652 =2 (méd 7) 105542 = —2 (méd 7)

Asi, por (8.10) y (8.11) tenemos
a = ag + 3a1 + 2a2 — a3 — 3a4 — 2a5 + ag + 3a7 + 2ag —ag- - (méd 7)
Por lo tanto, vale (8.12) y el resultado sigue. O

Una forma equivalente, pero que puede resultar mas simple, es que un entero a es di-
visible por 7 si y sélo si la suma alternada de sus digitos tomados de a bloques de 3,
comenzando por las unidades, es divisible por 7 (Ejercicio). Esto reduce el problema a
divisibilidad por 7 para ntiimeros de 3 cifras o menos.
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Ejemplo. ;Es a = 1612871918 divisible por 7? Aplicando el criterio de la Proposicion 8.17
tenemos que

a = 1-843-1+2.9-1-1-3-7-2-841-243-142-1—-1-6-2-1
84+3+18—1-21-164+12+4+34+2—-6-2=0 (méd 7)

por lo que 7 | 1612871918.
Usando el criterio alternativo, hacemos 918 — 871 4+ 612 — 1 = 658 = 7 - 94. )

Existen algunos otros métodos para la divisibilidad por 7. Damos aqui dos métodos
algoritmicos que pueden ser muy précticos.

Multiplicar por 3 el primer digito: se basa en que 10x +y = 3z +y (méd 7) y el hecho
de que es facil determinar cuando un entero de 2 cifras es divisible por 7. La idea
es usar esta regla con los digitos de un ntimero, aplicaindola sucesivamente a pares
consecutivos de digitos.

Por ejemplo, supongamos que queremos ver si 7371 es divisible o no por 7. Co-
menzamos con el 73 y hacemos 3 -7 + 3 = 24 = 3 (méd 7). Luego tenemos que
7371 = 371 (méd 7). Ahora tomamos el 37 y tenemos 3 -3+ 7 = 16 = 2 (mdd 7).
Luego 7371 = 371 = 21 (mdéd 7), que por supuesto es divisible por 7. Luego 7371 es
divisible por 7.

¢Porqué funciona? Por que vamos reduciendo el nimero original por otros cada vez
menores pero que tienen todos el mismo resto al dividir por 7.

Restar el doble del iiltimo digito al resto de los digitos: Notar que 10z + y es divisible por
7 siy sélo si x — 2y es divisible por 7. En efecto, como 10-5 =10-(—2) =1 (mdd 7),
si ponemos z = 10z +y, tenemos —2z = . —2y (mdéd 7), y por lo tanto, z es divisible
por 7 siy sélo si x — 2y es divisible por 7.

Como en el caso anterior se aplica esto repetidas veces tantas como sea necesario.
Tomamos como y la unidad del nimero y como z el resto de los digitos.

Por ejemplo, para el 7371 hacemos 737 — 2 -1 = 735. Ahora, hacemos 73 —2-5 = 63.
Como 63 es divisible por 7, también lo es 7371.

El caso de la divisibilidad por 13 es muy similar al caso de la divisibilidad por 7.

Proposicién 8.18 (divisibilidad por 13). Un entero a es divisible por 13 si la suma pesada de
sus digitos con pesos sucesivos 1, —3, —4, —1, 3, 4, comenzando desde las unidades, es divisible
por 13. Mds precisamente, si a = (a, - - - a1a9)10, entonces a es divisible por 13 si y solo si

[r/6]
Z dapk+s + 3ak+4 — ek+3 — 4ak+2 — 3aek+1 + agk =0 (méd 13) (8.13)
k=0

Demostracién. Notar que 10 = —3 (méd 13), 102 = 9 = —4 (mdéd 13), 103 = 12 = —1
(méd 13),10* = 3 (mdd 13),10° = 4 (méd 13) y 10° =1 (méd 13). Luego, para todo k se
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tiene
10 = 1 (méd 13) 105543 = —1 (méd 13)
10651 = —3  (méd 13) 10654 = 3 (méd 13)
105542 = —4  (méd 13) 105515 = 4 (méd 13)

Asf, por (8.10) y (8.11) se tiene
a = ag — 3a1 — 4ag — a3 + 3aq + 4as + 3ag — 3ar — dag —ag -+  (mdd 13)
que es lo mismo que (8.13). O

Equivalentemente, un entero a es divisible por 13 si y sélo si la suma alternada de sus
digitos tomados de a bloques de 3, comenzando por las unidades con signo menos, es
divisible por 13 (Ejercicio). Esto reduce el problema a divisibilidad por 13 para ntimeros de
3 cifras o menos. Por ejemplo, el ntimero 348309 es divisible por 13 ya que 348 — 309 = 39.

Ejemplo. Intentemos factorizar el nimero a = 1729.

Es inmediato que a no es divisible por 2, por 3 ni por 5. Con respecto al 7 tenemos
9+3-2+2.-7—1=28yporlotanto 7 | 1729. Luego, 1729 = 7 - 247. Ahora, es claro que
247 no es divisible por los primos 2,3, 5, 7y 11. Usando el criterio de divisibilidad por 13,
tenemos 247 =7-3-4-4-2=7-12-8=—-13 =0 (mdd 13). Luego, 1729 es divisible
por 13 y tenemos que 1729 = 7- 13 - 19, con lo cual concluimos la factorizacién. 0

Nota histérica. En 1917, Hardy el matematico mas famoso de la época, fué a visitar a
genio indio Ramanujan al hospital. Cuenta la anécdota que Hardy le menciéno a Rama-
nujan que habia ido a verlo en un taxi cuyo ntiimero era 1729, y que le parecia un namero
“medio pavo”, que no tenia ninguna propiedad interesante. Acto seguido, Ramanujan le
constesto: “para nada, es un nimero muy interesante! De hecho, es el menor nidmero que
se puede escribir como suma de 2 cubos (positivos) de dos formas distintas”. En efecto

1729 = 12 + 123 = 93 + 103,

Pero esto no es todo. Luego de esto, Hardy pregunté naturalmente si conocia algtn
nimero que fuera expresable como suma de dos potencias cuartas en mas de una forma.
Ramanujan contesté que no tenia un ejemplo obvio a mano, pero que el primer ntiimero
que cumpliera esto debia ser grande. Hardy no menciond, aunque probablemente supiera,
que Euler habia encontrado (més de 100 afios antes) una familia infinita de tales nimeros,
el primero de los cuales es 635.318.657. Luego de un momento de meditacién, Ramanujan
respondio:

635.318.657 = 133" + 134 = 158 4 59"

Cuando Hardy le cont6 a su colega Littlewood el episodio del hospital, este dijo “cada
ndmero positivo es uno de los amigos personales de Ramanujan”.

Nota. Con las ideas que ya usamos, es posible determinar reglas de divisibilidad para
nimeros mayores. El lector estd invitado a pensar (ver Ejercicios) en las reglas para las
potencias primas menores que 50 no vistas aun, o sea divisibilidad por p* con p primo
con 16 < p* < 50.
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8.4.3. Reglas de divisibilidad y representaciones s-adicas |

Las reglas de divisibilidad que hemos visto, se basan en la notacién decimal. Sin em-
bargo, cambiando la base, pero manteniendo la misma idea, es posible hallar reglas de
divisibilidad en otras bases. Las bases distintas de 10 més usadas son 2, 8 y 16, por cues-
tiones que tienen que ver con bits y computadoras, pero también resultan de interés 3, 12
y 60 por ejemplo. Por ser niimeros chicos, pueden ser ttiles ademads las bases 3,5, 7 y 11.

A continuacién daremos algunas reglas de divisibilidad en base 2, 3 y 5.

Divisibilidad en base 2
Recordemos que la notacién binaria para un entero a es
a=2"a, + 2" 2a,_1 + -+ 2%az + 2a; + ag

para alginn, con0 < ag,...,a, < 1.

Usaremos las cuentas que ya hicimos en el Ejemplo de la pagina 254. Solo damos la lista
de reglas de divisibilidad, ya que el método es similar al usado en base 10.

Reglas bisicas de divisibilidad en base 2:

e por 2: tenemos que a = ap (mdd 2). Luego, a es divisible por 2 si a termina en 0.

e por 3: como 2%f = 1y 2%+ =2 (méd 3), vale a = ag + 2a1 + az + 2a3 + -+~ (méd 3).
Es decir, a = ), agk, + 22511 (mdd 3). Luego, a es divisible por 3 si la suma de los digitos con
pesos 1y 2 comenzando desde las unidades es divisible por 3. Por ejemplo (1111), es divisible
por3puesl+2+1+2=6.

e por 4: como a = 2a; + ag (méd 4), a es divisible por 4 si a termina en 00.

e por 5: tenemos a = ag + 2a; + 4az + 3az + a4 + 2a5 + 4ag + 3a7 + - -+ (méd 5), luego
a es divisible por 5 si ) ;. asx, + 2a4k+41 + 4aak+2 + 3aar3 es divisible por 5. Por ejemplo, los
numeros binarios formados por sucesivos bloques de la forma 0000, 0101, 1010y 1111 son
divibles por 5. Esta regla es mas complicada que en base 10.

e por 7: Tenemos a = >, ag, + 2ask41 + 4asi42 (méd 7). Luego a es divisible por 7 si
la suma de los digitos binarios con pesos 1,2 y 4 comenzando desde las unidades es divisible por
7. Por ejemplo, 1110111000 es dibisible por 7 (notar que las ternas 000 y 111 tomadas en
bloques de 3 pueden ser descartados). Esta regla es mas sencilla que en base 10.

e por 8: a es divisible por 8 si 4as + 2a; + ag es divisible por 8. La tinica posibilidad es
que ap = a1 = az = 0, luego a es divisible por 8 si a termina en 000.

e por 11: Esta regla es mas complicada que en base 10: a es divisible por 11 si la suma de
los digitos con pesos 1,2,4,8,5,—1, -2, —4, =8, —5 es divisible por 11.

En general, a es divisible por 2¥ si a terminaen (... 0.

k

Divisibilidad en base 3

En notacion ternaria un entero a se escribe
a=3", 43" 2a,_1 + -+ 3%a2 + 3a1 + ag
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para algian n, con 0 < ag,...,a, < 2.

Reglas bisicas de divisibilidad en base 3:

Es claro que a es divisible por 3, 9 = 3%, 27 = 33 si a termina en 0, 00 y 000, respectiva-
mente.

e por 2: como a = ), a; (mdd 2), a es divisible por 2 si la suma de sus digitos es divisible
por 2.

epordypor8:.a =), ay + a1 (méd 4), (méd 8), luego a es divisible por 4 6 por 8
si la suma de sus digitos con pesos 1,3 comenzando desde las unidades es divisible por 4 o por 8.

epor5:a =), s + 3aak+1 + 4aapt2 + 20443 (méd 5), luego a es divisible por 5 si la
suma de sus digitos con pesos 1,3, 4 y 2 comenzando desde las unidades es divisible por 5.

epor7:a = ), ask + 3a6k+1 + 206642 — A6k+3 — 3Aek+a — 206k+5 (M6d 7), luego a
es divisible por 7 si la suma de sus digitos con pesos 1,3,2, -1, —3, —2 comenzando desde las
unidades es divisible por 7. Esta regla jes la misma que en base 10! (aunque es mucho maés
facil sumar sélo con los digitos 0, 1y 2).

eporll:a = )", asp+3ask+1—2a554+2+5as54+3—4as,4 (méd 11), luego a es divisible por
11 si la suma de sus digitos con pesos 1,3, —2, 5, —4 comenzando desde las unidades es divisible
por 11.

Divisibilidad en base 5
En base 5, un entero a se escribe
a=>5", + 5" 2a,_1+ -+ 5%as + baj + ag

para algin n, con 0 < ag, ...,a, < 4.

Reglas de divisibilidad:

e por 2: como a = ), a; (méd 2), a es divisible por 2 si la suma de sus digitos es divisible
por 2 (igual a la del 2 en base 3).

e por 3: como 5%f = 1y 5%+ =2 (méd 3), vale a = ag + 2a1 + az + 2az +--- (méd 3).
Es decir, a = )}, asi + 22141 (méd 3). Luego, a es divisible por 3 si la suma de los digitos con
pesos 1y 2 comenzando desde las unidades es divisible por 3.

e por 4: como a = ), a; (méd 4), a es divisible por 4 si la suma de sus digitos es divisible
por 4.

e por 5: como a = ag (méd 5), a es divisible por 5 si a termina en 0.

epor7:a = Zk agk — 206k +1 — 3A6k+2 — A6k+3+ 206k +4+agk+5 (M6 7), luego a es divisible
por 7 si la suma de sus digitos con pesos 1, —2,—3, —1,2,3 comenzando desde las unidades es
divisible por 7. Es

e por 8: como 59 =1 (méd 8) para todo k > 2, luego a es divisible por 8 si ag + ba1 + a2 +
as + - - - es divisible pr 8.

e por 11: como a = ), asi + Sasp+1 + 3aspt2 + 4asps — 2as5p44 (m6d 11), luego a es
divisible por 11 si la suma de sus digitos con pesos 1,5, 3,4, —2, comenzando desde las unidades
es divisible por 11.
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Como el método es el mismo, el lector interesado podré por su cuenta encontrar reglas
de divisibilidad por n en base b, con n y b de su agrado. Esto es muy formativo y por
consiguiente lo estimulamos a intentarlo. ;Se anima a dar las reglas basicas en sistema
octal y hexadecimal (bases 8 y 16 respectivamente)?

Claro estd que algunas reglas son més simples en una base que en otra. Para sacarle
provecho, conviene conocer las reglas basicas en algunas bases chicas y saber pasar un
numero de una base a otra.

8.5. Los Teoremas de Fermat, Euler y Wilson

En esta seccion veremos 3 teoremas muy famosos sobre congruencias, los teoremas de
Fermat, de Euler (o Euler-Fermat) y de Wilson. Necesitaremos el siguiente hecho que,
aunque elemental, resultard muy importante.

Lema 8.19. Sea a un entero no nulo. Existe * € Z ~. {0} tal que
aac* =1 (méd m) (8.14)

siy sélo si (a,m) = 1. Ademds, la clase de congruencia de a* es tinica. Es decir, si a’ es otro entero
no nulo que tal que aa’ = 1 (méd m) entoces ' = a* (méd m).

Demostracién. Si aa* = 1 (méd m) entonces aa* — 1 = km para algtn k € Z. Luego,
1 = aa® 4 km de donde sale que a y m son coprimos.

Si a 'y m son coprimos, existen 7, s € Z tales que ra + sm = 1. Luego ar = 1 (mdéd b).
Tomar b = a*.

Para ver que dos enteros que cumplen (8.14) son congruentes, multiplicamos aa* = 1
(méd m) por @'. Luego, d’(aa*) = ¢’ (méd m). Como d’(aa*) = (ad')a* = a* (méd m) se
deduce que a* = a’ (méd m), como queriamos ver. O

8.5.1. Los teoremas de Fermat y Euler-Fermat

El siguiente es conocido como el pequerio teorema de Fermat.

Teorema 8.20 (Fermat). Si p es un nitmero primo y a € Z entonces
a’ =a (méd p) (8.15)
Si ademds p 1 a, es decir si a y p son coprimos, entonces vale

a? =1 (méd p) (8.16)

Nota. No daremos la demostracién de este resultado (jal igual que Fermat!, ver la siguien-
te nota histdrica), ya que el Teorema de Fermat saldra como caso particular del Teorema
de Euler (ver Teorema 8.24).
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Por ejemplo, el teorema asegura que
29=2 (méd19), 57=5 (méd17) 6  105°=1 (méd7)

Observaciones.
(1) Notar que (8.16) no vale si p | a, pues en ese caso tendriamos 0 = 1 (méd p).

(2) Los dos enunciados del teorema son equivalentes. Claramente, (8.15) se obtiene de
(8.16) multiplicando por a. Para ver la reciproca usamos el Lema 8.19. Sea a* en entero
tal que aa* = 1 (mdd m). Multiplicando (8.15) por a* tenemos a’a* = a’~1(aa*) = aa*
(méd m) de donde sale que a?~! =1 (méd m).

(3) La reciproca del teorema de Fermat no vale, es decir, que valga a?~! = 1 (méd p) no
implica que p sea primo. Por ejemplo, 2399 = 1 (méd 341) pero 341 = 11 - 31 no es primo.

(4) Existen nimeros compuestos n tales que "' = 1 (méd n) para todo (a,n) = 1. A
dichos ntimeros se los conoce como niimeros de Carmichael.

Corolario 8.21. Sea a € Z y p primo. Entonces
a®) =a  (méd p)
para todon € N. Si (a,p) = 1 entonces a?" 1) =1 (méd p).

Demostracién. Hacemos induccién en n. Si n = 1, el resultado vale trivialmente (Teore-
ma de Fermat). Supongamos que vale a?) =g (méd p) para un natural k. Luego,

aPh = (apk)p =d’=a (mdd p)

donde primero usamos la hipétesis inductiva y luego el paso inicial (Teorema de Fermat).
Luego a?") = a (méd p) para todon € N.

La segunda afirmacién del enunciado puede probarse igualmente usando induccién.
Mas simple es lo siguiente. Vimos que a?") — a = a(a®" 1) — 1) = 0 (méd p). Como
(a,p) = 1, se sigue que "~ — 1 =0 (méd p). ]

Nota histérica. Pierre de Fermat revel6 el enunciado del teorema por primera vez en una
carta a Bernhard Frénicle de Bessy, fechada el 18 de Octubre de 1640. Sin embargo no
acompano el enunciado con una prueba, si no que lo hizo con las palabras “te enviaria la
prueba, si no temiera que fuera tan larga”. La primer prueba escrita del pequefio teorema
de Fermat fue dada por Euler en 1736 (jcasi 100 afios después!). Sin embargo, se sabe que
Leibniz dejé un manuscrito no publicado, con practicamente la misma prueba, que data
de antes de 1683. Por este motivo, serfa mas justo llamar al pequefio teorema de Fermat
como el teorema de Fermat-Leibniz-Euler.

El Teorema de Fermat se suele usar en combinacién con el siguiente resultado.

Proposicion 8.22. Supongamos que " = 1 (méd p) con r € Z y p primo. Si d = (r,p — 1)
entonces a® = 1 (méd p).
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Demostraciéon. Existen enteros z,y tales que d = rz + (p — 1)y. Luego,
ad = (a")* (@)Y =1 (méd p)
como queriamos. O

Por ejemplo, tenemos 2! = 1 (méd 5), y como d = (8,4) = 4 entonces también vale
24 =1 (méd 5).

En particular, la tltima proposicién implica que si r es el menor entero positivo tal que
a”" = 1 (méd p) entonces r | p — 1. El entero r que satisface esta propiedad se llama el
orden de a médulo p y se denota ord,(a). Luego, si queremos calcular el orden de « médulo
p, los candidatos a mirar son los divisores de p — 1.

T

Ejemplo. Supangamos que queremos calcular el orden de 2 médulo 7,11 y 13. Sabemos
por Fermat que 26 = 1 (méd 7). Los divisores no triviales de 6 son 2 y 3. Como 22 # 1
(m6d 7) y 22 = 1 (méd 7) entonces ord;(2) = 3. Para p = 11, miramos los divisores de
10. Ni 22 ni 2° son congruentes a 1 médulo 11. Luego, el orden ord;;(2) = 10. Del mismo
modo, el lector puede chequear que 22,23,24 26 £ 1 (méd 13) y entonces, por Fermat,
ordy3(2) = 12. 0

Aplicacién: calculos de restos de potencias grandes

Podemos usar el teorema para reducir drasticamente una potencia grande médulo un
primo p. En general, si queremos calcular a® médulo un primo p, primero dividimos por
p — 1 y luego usamos Fermat. Si e = gq(p — 1) 4+ r con ¢ y r el cociente y el resto de dividir
por p — 1 respectivamente, entonces

a® = a?P V" = (P .¢" =" (méd p) (8.17)

Seguramente, haya que continuar reduciendo a”, pero éste ya es un ntimero muchisimo
mas chico que a®. Por ejemplo, 21492 = 212124+4 = 24 = 3 (méd 13).

Ejemplo. Calculemos el resto de 320231814311 3] djvidir por 17. Notemos que 20231814311 =
1264488394 - 16 + 7. Luego, por (8.17)

320281814311 — 37 — 11 (16 17)

donde el altimo paso es muy sencillo, y procedemos como siempre estudiando las poten-
ciasde3:33=10,3*=13,3°=5 y 3% = —2 médulo 17. jQué sencillo! O
8.5.2. Sistemas residuales y teorema de Euler

Sistemas residuales completos y reducidos

Definicién. Un conjunto de m representantes, uno de cada una de las m clases de con-
gruencia médulo m, se llama un sistema completo de restos médulo m. Un sistema reducido
de restos moédulo m es un conjunto de p(m) enteros incongruentes médulo m, cada uno
coprimo con m. Alternativamente, también diremos sisterna residual completo y sistema re-
sidual reducido médulo m.
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Ejemplos.
(1) Claramente, {0,1,...,m—1}y{1,2,...,m} son sistemas completos de restos médulo
m ({0,1,...,m — 1} es llamado sistema residual estiandar médulo m). También son

sistemas residuales completos médulo m

{1,m+2,2m+3,3m +4,...,m?} y {m+1,m?>+2,m3+3,....m"™+m}
(2) Un sistema residual reducido médulo 8 es {1,3,5,7}. Un sistema residual reducido
modulo 24 es {1,5,7,11,13,17,19, 23}.

(3) Sipesprimo,{1,2,...,p—1} es unsistema residual completo médulo m, que también
es reducido.

(4) En algunos casos es conveniente usar tanto nimeros positivos como negativos. Si m
es par, digamos m = 2k, entonces

{-5+1L,-5+2,...,-1,0,1,..., 8} ={-k+1,-k+2,...,-1,0,1,...,k}
es un sistema residual completo médulo m. Si m es impar, digamos m = 2k + 1,
entonces

(—lm D D g —1,0,1, ., Py =k —k 41, ,—1,0,1,.. .k}
es un sistema residual completo médulo m. Por ejemplo, {—4,...,5} es un sistema
residual completo médulo 10y {—5,...,5} lo es médulo 11. 0

Proposicién 8.23. Supongamos que (k,m) = 1.

(a) Si{ay,...,an} es un sistema completo de restos modulo m, también lo es {kay, ..., kam}.

(b) Si{a1,a2,...,a,0m)} es un sistema reducido de restos médulo m, entonces también lo es
{k:al, k‘ag, ey kaw(m)}.

Demostracion.
(a) Si ka; = ka; (méd m) entonces a; = a; (méd m) pues (k,m) = 1. Luego, el conjunto
{kai, kag, ..., kan} es un sistema completo de restos médulo m.

(b) Ningtin par de ntimeros ka; es congruente médulo m. Como (a;,m) = 1 = (k,m)
entonces (ka;, m) = 1 para todo i, luego {kai, kas, ..., ka

o(m)} s un sistema reducido de
restos médulo m. O
Pregunta. Si{ai,...,am}y{b1,...,by} sonsistemas residuales completos médulo m. ;Es
{a1b1,. .., ambp, } un sistema residual completo médulo m? ;Si m es primo?

El teorema de Euler-Fermat

La siguiente es una generalizacién natural del teorema de Fermat.
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Teorema 8.24 (Euler-Fermat). Si (a, m) = 1, entonces

a?™ =1 (méd m)

Si a y mm no son coprimos el teorema no vale. Por ejemplo, 2¢(10) = 24 = 6 (mdd 10).

Demostracién. Sea {b1,ba, ..., by(m)} un sistema residual reducido médulo m. Como a
es coprimo con m, resulta que {aby, aby, ..., ab,(,)} €s un sistema residual reducido, por
la Porposicién 8.23. Luego, el producto de todos los enteros del primer sistema reducido
es congruente al producto de los enteros del segundo sistema reducido

(abl)(abQ) o (ab<p(m)) = b1b2 te b(p(m) (méd m)

es decir
a?"™by by = by by (méd m)
Cancelando los b;’s (pues son coprimos con m) tenemos a?(™ =1 (méd m). O

Nota. Si m = p es primo, entonces ¢(p) = p — 1. Luego, se obtiene el teorema de Fermat
clasico, a?~! =1 (méd p), que de este modo queda automaticamente demostrado.

Usando repetidas veces el teorema de Euler, para todo k tenemos
alPm"®) = (a?™)F =1 (méd m)

Ejemplo. Determinemos los tltimos 2 digitos de 1993'9%3. Hay que calcular 1993199 (mdéd 100).
Como ¢(100) = p(4)p(25) = 2-20 = 40, dividimos 1993 por 40 y tenemos 1993 = 40q+ 33
para algin ¢. Luego,

19931993 = 93409+33 — (9340)99333 = 9333 (m4d 100)

donde usamos el Teorema de Euler para 93%° = 1 (mdéd 100).

Notemos que 93 = —7 (méd 100), luego 9333 = (—1)33733 (méd 100). Ahora, 72 = 49,
73 = 343 = 43 (méd 100), 7* = 301 = 1 (méd 100). Luego, 723 = (74)8 - 7 =7 (méd 100).
Por lo tanto, 199931993 = —7 = 93 (méd 100). Es decir, 1993993 termina en 93. 0

Ejemplo. Veamos que si
n impar = n|2™—1.

En particular, para los primeros valores de n tenemos

3128 —1=20-1
7‘27!_1:25040_1
9‘29!_1:2362880_1
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En efecto, por el Teorema de Euler-Fermat, n | 2¢(™ — 1. Como ¢(n) < n, entonces
n = @(n) - k para algtn k. Luego,

27t — 1 = (2¢(0) — 1) (2eME=1) 4 9e(m)(k=2) oy 9e(m)2 4 q)
Luego, n también divide a ont _ 1, O

Observacién. El Teorema de Euler-Fermat da una forma facil y efectiva de calcular el ente-
ro a* del Lema 8.19, cuando a y m son coprimos. Como a#™~1q = 1 (méd m), podemos
tomar

a* = a?m-1 (8.18)

Esto resultard muy dtil en los préximos capitulos, por ejemplo para resolver ecuaciones
lineales en congruencias.

8.5.3. El Torema de Wilson

Es claro que p divide a p! + p = p((p — 1)! + 1). El siguiente resultado asegura que p
también divide al factor (p — 1)! + 1.

Teorema 8.25 (Wilson). Si p es primo, entonces
(p—1D!'=-1 (mdd p) (8.19)

Ademis, (p —2)! =1 (méd p).

Luego, (8.19) es equivalente a
p?p +p (8.20)

Demostraciéon. Sip = 2 6 p = 3 el resultado es trivial. Supongamos entonces que p > 5.
Como(p—1)!=1-2-3---(p—2)(p—1)yp—1=—1 (mdd p), basta probar que (p—2)! =
2-3---(p—2)=1 (méd m).

Por el Lema 8.19, para cada entero a con 1 < a < p — 1 existe un tinico entero a* tal que
aa* =1 (méd p) y 1 < a* < p—1. Diremos que a* es el inverso de a médulo p. Luego, por
unicidad, si a; # a2 entonces a} # aj.

Veamos que cada factor a de (p—2)! y su inverso a* son distintos. Supongamos entonces
que hay un a € [2,p — 2] tal que a* = a. Luego, vale que a? = 1 (méd p), o sea

(a—1)(a+1)=a*-1=0 (mdd p)

Luegoa—1=0 (méd p)6a+1=0 (mbd p),esdecira =16 a = p—1,lo cual es absurdo.
Luego, si p = 2q + 1, tenemos

(p—2)!'=1-(a1a]) - (aqay) =1 (mdd p)

de donde, multiplicando por p — 1, se deduce que (p —1)! =p —1 = —1 (mdd p).
Finalmente, como (p—1)! = (p—1)(p—2)!yp—1 = —1 (mdéd p) se deduce que (p—2)! = 1
(méd p). O

276



8.5 Los Teoremas de Fermat, Euler y Wilson R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

[lustramos la demostracién con un ejemplo. Consideremos p = 11. Reordenando con-
venientemente tenemos

10! = (1-10)[(2-6)(3-4)(5-9)(7-8)]=(-1)(1-1-1-1) =—1 (mdd 11)
La prueba muestra que esto se puede hacer para cualquier primo p.

Corolario 8.26. Si p = 2q + 1 es un primo impar entonces
(¢)? = (=)™ (mdd p) (8.21)

Demostraciéon. Partiendo del teorema de Wilson1-2-3---(p—2)(p — 1) = —1 (mdd p)
podemos escribir

Ip—1)2(p—2)---qp—q) =1(-1)2(-2)---q(—q) (méd p)

De aqui tenemos

de donde sigue (8.21). O

Ejemplo. Consideremos los primos 29 = 214 + 1y 47 = 2 - 23 + 1. Luego, por (8.19)
tenemos 28! = —1 (mdd 29) y 46! = —1 (méd 47). Ademads, por (8.21) también valen
(1412 = (=1)1 = =1 (méd 29) y (23!)? = (—1)** =1 (mdd 47). O

Vimos que 10! = —1 (mdéd 11). Una consecuencia directa de esto es que el producto de
10 enteros consecutivos cualquiera (no solo los 10 primeros) es congruente a —1 médulo
11, si ninguno es divisible por 11 (obviamente el producto es congruente a 0 médulo 11 si
algun entero es divisible por 11). En efecto, reduciendo el conjunto {k+1, ..., k+10} mé6-
dulo 11 se tiene el sistema reducido {1,2,...,10} (6 {0,1,...,9}, dependiendo del caso).
Por ejemplo,

23-24-25---31-32=1-2-3---9-10=—-1 (mdd 11)

Lo visto se generaliza de manera obvia a cualquier primo p. Consideremos (p — 1) enteros

consecutivos k + 1,...,k + p — 1, ninguno de los cuales es divisible por p. Entonces
p—1
[T+ =k+1)(k+2) - (k+p—1)=—1 (modp)
j=1

Con la misma idea, esto se puede generalizar aun méas tomando (p — 1) enteros, uno en
cada clase de congruencia médulo p (no necesariamente enteros consecutivos).

Corolario 8.27. Sea p primoy paracadal < i < p—1sea k; un entero en la clase de congruencia
de i médulo p, es decir k; € [i],. Entonces

p—1
i=1
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Demostracién. El conjunto {k1,k2...,k,—1} es congruente a {1,2,...,p — 1} médulo p.
Luego ky - kg kp-1=1-2---p—1=—1 (méd p), como queriamos ver. O

Por ejemplo, {1,13,25,37,49,61,73,85,97,109} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} (mdéd 11),
luego

1-13-25-37-49-61-73-85-97-109=1-2---10=10'= -1 (mdd 11)

Ejemplo. Sea p primo y sean {ai,...,a,}, {b1,...,b,} sistemas residuales completos mo-
dulo p. ¢Es {aib1, ..., apb,} un sistema residual completo médulo p? Veamos que si p es
impar entonces esto no puede pasar.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a, = b, = 0 (mdd p). Ahora bien,
si {a1b1,...,apb,} fuera un sistema residual completo médulo p, entonces por (8.22), ten-
driamos

p—l p—1  p—1
—-1= H a;b; = Hai bi=(-1)(-1)=1 (méd p)
i=1 i=1 =1

[N

lo cual sélo vale para p = 2, y por lo tanto es absurdo si p es impar. 0

Veamos algunas ejemplos del uso del Teorema de Wilson.

Ejemplo. Veamos que 437 | 18! + 1. Primero notemos que 437 = 19 x 23, ambos primos.
Basta ver que
18!=—-1 (méd 19), (mdéd 23)

La primera identidad vale directamente por el Teorema de Wilson y ademads 22! = —1
(mdéd 23). Ahora

221 = 181-19-20-21-22 = 18! - (—1)(—2)(—3)(—4) = 18124 = 18! (mdd 23)
de donde 18! = —1 (mdd 23). Luego 437 divide a 18! + 1. O
Ejemplo. Sea a € N tal que
1+3+3+ - +p3=124
Encontrar a médulo 13. Escribimos
23! 23!
a=231+% ...+ 2
Claramente, todos los términos 23!/k son divisibles por 13 salvo 23!/13. Luego,
a=2 = (1-2---12) x (14-15---23) = 12! x (1-2---10) = 12!10!  (méd 13)

Por el Teorema de Wilson tenemos que 12! = —1 (méd 13) y que 11! =1 (méd 13). Como
11-10! =11 =1 = 66 (mdd 13) tenemos que 10! = 6 (mdéd 13). Finalmente, llegamos a
que a = 12!110! = (—-1)6 =7 (mdd 13). Q
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Nota histérica. El enunciado del Teorema de Wilson aparecié publicado por primera vez
en 1770, en el trabajo Meditationes Algebraicae del matematico inglés Edward Waring, en
el cual aparecian varios resultados novedosos para la época. El resultado se debe a un
alumno suyo llamado John Wilson aunque, similarmente a Fermat con su pequefio teore-
ma, ninguno de los dos aporté una prueba. Wilson y Waring crefan que la falta de una no-
tacién adecuada era lo que hacfa el resultado dificil de probar. Al leer el pasaje en el libro,
Gauss pronunci6 su rotundo comentario “nociones versus notaciones”. Efectivamente, al
poco tiempo, en 1771, Lagrange presento6 la primera demostracién de este hecho, donde
ademads observo que la reciproca del teorema también era vélida.

Como en el caso del pequefio teorema de Fermat, hay evidencia que de Leibniz estaba
al tanto de esta propiedad, pero nunca publicé una prueba. Més curioso resulta el hecho
de que Abu Ali al-Hasan ibn al-Haytham (ca. 950 - 1040, matematico, fisico y astrénomo,
considerado por muchos como el creador del método cientifico), mas conocido como Al-
hazén o Alhacén, mucho tiempo antes, cerca del afio 1000, resolvié ciertos problemas que
involucraban (las hoy llamadas) congruencias utilizando el resultado conocido como el
Teorema de Wilson. Por este motivo, seria mas justo llamarlo el Teorema de Alhacén-
Leibniz-Wilson-Lagrange.

Como acabamos de mencionar, la reciproca del Teorema de Wilson también vale.

Proposicién 8.28 (Lagrange). Si (n — 1)! = —1 (mdd n) entonces n es primo.

Demostracién. Supongamos que n no es primo. Entonces n tiene un divisor d no trivial,
ie.1 <d<n.Ademdsd | (n—1)! puesd < n — 1. Por hipétesis, n | (n — 1)! + 1 y; como
d | n, por transitividad tenemos d | (n — 1)! + 1. Luego d | 1, lo cual es absurdo. Luego n
es primo. O

Como consecuencia del Teorema de Wilson y su reciproco, tenemos que
(n—1)!=-1 (mdd n) & n es primo.

Es decir, tenemos lo que se llama un test de primalidad; esto es, un criterio para decidir si un
entero n dado es primo o no. El problema de este métodos es que resulta de escaso valor
practico, ya que es muy complicado calcular (n — 1)! para n grande y todavia reducirlo
modulo p. Sin embargo, para valores pequefios de n esto funciona y podemos ponerlo en
préactica con la ayuda de computadoras. Ilustramos con los primeros valores de n.

n | (n=1!" (n—1)! (méd n) | primo
2 1 1 4
3 2 2 v
4 6 2 X
5 24 4 4
6 120 0 X
7 720 6 4
8 5040 0 X
9 40320 0 X
10 | 362880 0 X
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Observacién. El teorema de Wilson implica el Teorema de Fermat. En efecto, sea a un
entero coprimo con p primo. Veamos que {a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a} es un sistema reducido
moédulo p equivalente al sistema reducido estandar {1, 2,3, ..., p—1}. Enefecto, siaj = ak
(méd p) con1 < j,k <p—1,entonces p | a(j — k). Como p es coprimo con a debe dividir
aj—k luegoj = k. Asi,

a-2a-3a---(p—1)a=1-2-3---(p—1)=(p—1)!=-1 (méd p)
y por otra parte
a-2a-3a---(p—1Da=aP(p—1)=—-a""' (méd p)
donde hemos usado el teorema de Wilson 2 veces. Luego, —aP~ 1 =1 (méd p), es decir

a?~! =1 (méd p), como queriamos ver.

Reciprocamente, es posible probar el Teorema de Wilson usando el Teorema de Euler-
Fermat y el Teorema Chino del resto (que veremos mas adelante) o también usando na-
meros combinatorios (que veremos mas adelante) y el Teorema de Fermat. Dejamos la
demostracion de este hecho para mds adelante (ver ???).

Aplicacién: mezclado de cartas

(ver book of numbers o el de edwards)
Riffle shuffle algo

Monge shuffle algo

8.6. Ejercicios

Andrew Wiles presenté en 1993 una demostracion para el ‘Ultimo Teorema de Fermat’
(conjeturado por Pierre Fermat en 1637). Sin embargo, esta tenia un error que él mismo
pudo corregir dos afios mds tarde. Asi describe Andrew Wiles su trabajo:

“Uno entra en la primera habitacion de exactamente donde estds. Entonces vas a

una mansion y estd en la oscuridad. En
una oscuridad completa. Vas tropezando
y golpeando los muebles, pero poco a poco
aprendes donde estdi cada elemento del mo-
biliario. Al fin, tras seis meses mds o me-
nos, encuentras el interruptor de la luz y
de repente todo estd iluminado. Puedes ver

la siguiente habitacion y te pasas otros seis
meses en las tinieblas. Asi, cada uno de es-
tos progresos, aunque a veces son muy ri-
pidos y se realizan en un solo dia o dos,
son la culminacion de meses precedentes
de tropezones en la oscuridad, sin los que
el avance seria imposible.”

Ejercicio 8.1. Hallar el resto en la divisién por 5 y por 7 de los siguientes ntimeros:
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M) 5 . () 3-11-17-71-101. () 320, 6%
Ejercicio 8.2. (1) Hallar el resto de la divisién de 1° + 2° + 3% + - - - + 100° por 4.
() Probar que 111333 + 33311 es divisible por 7.
() Hallar la cifra de las unidades y la de las decenas del ndmero 7.
Ejercicio 8.3. (1) Hallar el resto de la divisién de 2533 por 31.
(u) Hallar el resto de la divisién de 43 - 2163 + 11 - 5221 + 61999 por 31.
() Probar que 2°" = 1( méd 31) para todon € N.
(1v) Sea k € N tal que 2% = 39 ( mdd 31). Hallar el resto de la divisién de k por 5.

Ejercicio 8.4. Sean a, b y ¢ niimeros enteros, ninguno divisible por 3. Probar que a? + b* +
2 =0( mod 3).

Ejercicio 8.5. (1) Probar las reglas de divisibilidad por 2, 3,4, 5, 8,9 y 11.

(m) Decir por cudles de los ntiimeros 2, 3, 4, 5, 8, 9 y 11 son divisibles los siguientes nu-
meros:
12342, 5176, 314573, 899.

Ejercicio 8.6. Resolver las siguientes ecuaciones:
(1) 22z = —21( mdd 8). () 2z = —12( mdd 7). () 3z =5( mdd 4).

Ejercicio 8.7. Resolver la ecuacion 221z = 85 ( mdd 340). Hallar las soluciones x tales
que 0 <z < 340.
Ejercicio 8.8. (1) Determinar si existe algtin entero « que satisfaga simultdneamente:
a) x =1( méd 6), x =2( mdd 20) y x=3( mdd9).
b) x =1( mdéd 12), x=7( méd 10) y  x=4( méd 20).
En caso afirmativo, hallar dichos enteros.

(i) Sabiendo que los restos de la divisién de un entero a por 3,5y 8 son 2, 3 y 5 respec-
tivamente, hallar el resto de la divisién de a por 120.

Ejercicio 8.9. ;Existen 21 enteros positivos consecutivos tales que cada uno de ellos es
divisible por al menos uno de los siguientes nimeros: 2, 3, 5,7, 11, 13?

Ejercicio 8.10. La produccién diaria de huevos en una granja es inferior a 75. Cierto dia
el recolector informé que la cantidad de huevos recogidos era tal que contando de a 3
sobraban 2, contando de a 5 sobraban 4 y contando de a 7 sobraban 5. El capataz, dijo que
eso era imposible. ;Quién tenia razén? Justificar.

Ejercicio 8.11. Probar que para cada entero positivo n, existen n enteros positivos conse-
cutivos tales que ninguno de ellos es libre de cuadrados.
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Ejercicio 8.12. (1) Calcular ¢(m) para m = 11, 12,35, 61, 105, 1001.
(m) ¢Es 10 inversible médulo 61? ;y médulo 105? En caso afirmativo, hallar su inverso.

(m) Determinar los inversibles médulo m, param = 11, 12. Para cada uno de ellos, hallar

su inverso.
(1v) Probar que si (a,1001) = 1 entonces 1001 divide a ™ — 1.

Ejercicio 8.13. (1) Probar que (—13)""! = (—13)" + (—13)""!( mdd 181) para todon €
N.

() Probar que 13 divide a 11'2"*6 + 1 para todo n € N.

Ejercicio 8.14. (1) Hallar el resto de la divisién de 3 - 713° + 248 4 11222 por 70.
() Hallar el resto de la divisién de 3355 por 400.

() Hallar el resto de la divisién de 22" por 13 para cada n € N.

Ejercicio 8.15. (1) Hallar todos los a € Z tales que 539 | 32*3a + 5%4.
() Hallar todos los n € N tales que 3" = 53 ( méd 77).

Ejercicio 8.16. Decidir si existe un conjunto S formado por 2013 enteros positivos tales
que:

Los elementos de S son relativamente primos de a pares.

La suma de cualesquiera k elementos en S es compuesta, para todo k > 2.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 8.17. Sean a,b,m € Z todos divisibles por cierto d > 0. Probar que la ecuaciéon
ax = b( mdd m) tiene solucién si y sélo si la tiene

a bl g™
d" = d )

Ejercicio 8.18. (1) Sea a € Z tal que a = 22 ( mdéd 14). Hallar el resto de dividir a a por
2,7y14.

() Seaa € Z tal que a = 13 ( méd 5). Hallar el resto de dividir a 33a® + 3a® — 197a + 2
por 5.

(1) Hallar, para cada n € N, el resto de la divisién de Y~ (—1)*i! por 36.
i=1

Ejercicio 8.19. Encontrar el resto en la divisién de a por b en los siguientes casos:
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(1) a=1113.138, (1) a = 41090, () a = 123%95, () a = 7%,
b=12. b=T. b =31 b = 10.
Ejercicio 8.20. Sean a, m y n enteros positivos. Probar que (a” — 1,a™ — 1) = a(»™) — 1.

Ejercicio 8.21. Sabiendo que 1001 = 7 - 11 - 13, deducir criterios de divisibilidad por 7, 11
y 13.

Ejercicio 8.22. Sea p un primo impar. Probar que:
() Pt 42r-t o4 (p—1)P7t = —1( mdd p).
(m) 1P 4+2P 4+ .-+ (p— 1)’ =0( méd p).
Ejercicio 8.23. Hallar todos los = que satisfacen:
(1) 22 =1( méd 4). (m) 22 =2( méd 3). (v) z* =1( méd 16).
(@) z? =2 ( méd 12). (v) 22 =0( méd 12). (vi) 3z =1( mdd 5).
Ejercicio 8.24. Hallar todos los enteros que satisfacen simultdneamente:
(0 z=1( méd 3), x=1( mdbd 5) y x=1( méd 7).
(m) z=2( mdd 3), r=3( mbd ) y r=5( méd 2).

Ejercicio 8.25. Hallar un entero a entre 60 y 90 tal que el resto de la divisién de 2a por 3
sea 1y el resto de la divisién de 7a por 10 sea 8.

Ejercicio 8.26. (1) Hallar el resto de la divisién de 5! - 25! por 31.
() Hallar el residuo de la divisién de 70! por 5183.

Ejercicio 8.27. Una banda de 17 piratas rob6é una bolsa con monedas de oro de un barco
enemigo. Cuando intentaron repartir las monedas en partes iguales, sobraban 3 monedas.
En medio de la discusién sobre cémo proceder con la distribucién uno de los piratas mu-
ri6. Al intentar nuevamente dividir las monedas en partes iguales, sobraban 10 monedas.
Una nueva discusiéon terminé con la muerte de otro pirata. Finalmente volvi6 la paz al
barco cuando intentaron dividir las monedas en partes iguales y lo lograron. ;Cual es el
minimo ntimero de monedas que robaron?

Ejercicio 8.28. Si p y ¢ son dos primos distintos, probar que p?~! + ¢?~! = 1( méd pq).
Ejercicio 8.29. Hallar todos los primos p, ¢ tales que pq divide a (57 — 2P)(59 — 29) .
Ejercicio 8.30. Probar que si n > 6 no es primo, entonces (n — 1)! = 0( mdd n).

Ejercicio 8.31. ;Para qué valores de n es 10" — 1 divisible por 11?
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Capitulo 9

Enteros modulares

9.1. Los enteros modulares

Ahora, dado un m € N, haremos aritmética con las clases de equivalencia de la con-
gruencia moédulo m. Esto requiere un grado de abstracciéon mayor. Hasta ahora hemos
hecho aritmética con nlimeros cuya naturaleza comprendemos. En cambio ahora haremos
aritmética con conjuntos formados por niimeros, las clases de congruencia. Sumaremos y
multiplicaremos estas clases que daran como resultado otra clase. Encontraremos intere-
santes particularidades artiméticas que dependerdn en muchos casos del m elegido. Por
ejemplo, habra clases que tengan inverso multiplicativo y otras que no.

Recordamos que dado m € N, con [a],, denotamos a la clase de todos los enteros con-
gruentes con a médulo m y con @ la reduccién de a médulo m, es decir su resto al dividir
por m.

Definicién. Dado m € N, definimos Z,,, como el conjunto de clases de equivalencia de la
relaciéon de congruencia médulo m. Asi,

Ly = {[OL [1]7 ) [m - 1]}
A los elementos de Z,, se los llama enteros modulares médulo m y Z,,, es el anillo de enteros
modulares moédulo m.

Para poder hacer aritmética, necesitamos definir sumas y productos en Z,,. Definiremos
las operaciones

Ty X Ty = Ty Y+t Ly X Doy — Lo,
a partir de la suma y el producto de enteros, como sigue.

La suma de dos clases es la clase de la suma de dos representantes, uno de cada
clase.

El producto de dos clases es la clase del producto de dos representantes, uno de
cada clase.

En simbolos:
[a] +[b] =[a+b] 'y [a]-[b]=]a- D] (9.1)
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Buena definicion

Estas definiciones necesitan de la eleccién de representantes de las clases a sumar o
multiplicar, por lo tanto hay que verificar que independientemente de cual sea la eleccién
de representantes, el resultado es el mismo. Es necesario mostrar que las definiciones
dadas no son ambiguas.

La buena definicién de la suma y el producto de clases se sigue de la Proposicion 8.4.
En efecto, supongamos que a y a’ son representantes de la misma clase y que b y b’ son
representantes de una misma clase, es decir a = a' y b = b'. De la Proposicién 8.4 se sigue
que

at+tb=d +V y ab=ad't/

y por lo tanto

la] + (0] = [a + 0] = [a + V] = [a'] + [V']
la] - [B] = [a- V] = [a"- V] =[] - [V]

Ademads, podemos definir un producto entre enteros y clases, es decir - : Z X Z, — Zy,
de la siguiente manera. Si k € Z, definimos k[a] como la suma de la clase [a] con si misma

k veces. Luego,
kla) :=[a] + - -+ [a] =[a+ -+ a] = [kd]

k—veces k—veces

Ejemplo. sea m = 6.

(1) Para calcular la suma de las clases [3] y [4], sumamos 3 + 4 = 7 y el resultado es
entonces la clase del 7, [7]; como 7 =1 mdd 6, [7] = [1] y podemos decir que

También es cierto que [3] + [4] = [7] y atin que [3] + [4] = [13] pues 1, 7 y 13 son todos
equivalentes médulo 6.

(2) Para calcular el producto de las clases [3] y [4], multiplicamos 3 x 4 = 12 y el resultado
es entonces la clase del 12, [12]; como 12 = 0 mdéd 6, podemos decir que

También podemos decir que [3] - [4] = [12] y atin que [3] - [4] = [18] pues 0, 12 y 18 son
todos equivalentes médulo 6.

(3) La suma de [4] con si mismo 5 veces, es
M+ 4]+ M4 +4+4=4+4+4+4+4]=[20] = [2]
es decir, 5[4] =[5 - 4] = [2]. 0

En la aritmética modular hay algunas propiedades que valen cualquiera sea el m con-
siderado.
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De la definicién de la suma es inmediato que [0] es un elemento neutro, ya que
cualquiera sea a se tiene que

De la definicién del producto es inmediato que [1] es una identidad, ya que para

todo a vale
[a] - [1] = [1] - [a] = [q]
Cualquiera sea a, tenemos
[a] + [m = a] = [a + (m — a)] = [m] = [0]
Es decir, la clase [m — a] = [—a] es opuesta de la clase [a]. Asi, [a] tiene un opuesto,

que resulta tinico (veremos), que se denota —[a]. O sea,

Al igual que sucede en los enteros, la identidad [1] y el opuesto de la identidad
[—1] = [m — 1] tienen inverso multiplicativo: ellos mismos. En efecto,

[A]- [ =[1-1] = 1]

y
- [0 =[(=1)- (D] =[]

Estos inversos resultan tinicos (veremos) y ponemos

Pregunta. ;Son los elementos neutros y los opuestos de Z,, tinicos como en Z?

A pesar de compartir algunas propiedades basicas con la aritmética de los enteros, hay
diferencias que dan lugar a fenémenos nuevos.

Ejemplos.

(1) En Z4, [3][5] = [1], pues 3-5 = 15 = 1 (méd 1)4. Es decir, tanto 3 como 5 tienen
inverso multiplicativo en Z14, distintos de 1y —1. De hecho [3] 7! = [5] y [5] 7! = [3]

(2) EnZg, [4][6] = [0] pues, 4-6 = 24 = 0 (méd 8). Es decir, en Zg hay dos clases no nulas
cuyo producto da 0. En particular, estas clases no tienen inverso.

(3) Zs tiene 3 elementos, [0], [1] y [2]. Se tiene que [2][2] = [1] y asi todo elemento no nulo
de Z3 tiene inverso multiplicativo. Propiedad ésta que Z no tiene, pero que si tienen
RyQ. O
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9.2. Tablas de suma y producto

Como Z, es finito, podemos mostrar las tablas de la suma y el producto completas. En
ellas, muchas de las propiedades de cada Z,, en particular quedan a la vista. Veamos los
primeros casos, es decir 2 < m < 9.

De ahora en mas, por simpleza y practicidad, escribiremos a en lugar de [a]. Es decir,

Zn=1{0,1,2,...,n—1}

9.21. Zs
+]0 o 1
0o 0] o0
1)1 110 1
9.2.2. 7
+]o 1 2 Jo 1 2
0/lo 1 2 0/o o o
111 2 0 110 1 2
22 0 1 0 2 1
9.23. 74
+]lo 1 2 3 01 2 3
0/0 1 2 3 0/o o0 0 o
11 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 2/0 2 0 2
3/3 0 1 2 3/0 3 2 1
9.24. Z;s
+]lo 1 2 3 4 01 2 3 4
0|0 1 2 3 4 0/o0 0 0 0 0
1/1 2 3 4 0 110 1 2 3 4
22 3 4 0 1 2/0 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3/0 3 1 4 2
44 0 1 2 3 4/0 4 3 2 1
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9.2 Tablas de suma y producto

9.2.5. Zg

0[O 10 <t N N~
o ¥ N O I AN
MNIo N O N O ™M
N[O N ¥ © O
O = M I
ol © O © O ©

S = NN N IF 0
W © = N N
<0 O = M
NN F 0 O —= N
AN N o O =
= NN 0 O
S|l = N N I 0
+ O = NN F

9.2.6. 7Z;

OO © 0 I N N~
O 10 N ~ © I AN
o F = 10 N O M
NOo N © N 10 ~ A
N N ¥ © =~ N 10
O = N N F 0 ©
ol © O © © O O

S = NN N I 0 ©
Ol© O = N N I 10
MW © O = N N
<t 0 © O - M
NN F 0 © © - N
NN N IF 0 O -
= NN 0 O O
Sl = N N I 0 ©
+|O = N » F W ©

9.2.7. Zs

IO > © 10 N N~
OO © ¥ N © © ¥ AN
IO 10 N~ F = © ™M
o ¥ o ¥ © ¢ O
N N © = <F M~
N N I © ©O N ¥ ©
O = NN F 0 O~
ol © O © © O ©o ©

SO = N N I 10 O I~
I © = a4 N ¥ 0 ©
©|© N~ O = N N I 10
0w © ~~ O - a4 N
<0 OO - M
NN 0 O~ O = N
AN N 0 © N~ O -
=m0 O O
S|l = N N I 0 O I~
+|lOo = N N F 0 O I~
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9.2.8. Zy
+/0 1 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 4 5 6 7 8
0,0 1 2 3 4 5 6 7 8 0/j0 0 0 OO 0 0 0O
111 2 3 4 5 6 7 8 0 1101 2 3 4 5 6 7 8
212 3 4 5 6 7 8 01 2/0 2 4 6 8 1 3 5 7
3,3 4 5 6 7 8 0 1 2 3/0 3 6 0 3 6 0 3 6
4 /4 5 6 7 8 0 1 2 3 4/0 4 8 3 7 2 6 1 5
5/5 6 7 8 01 2 3 4 5/0 5 1 6 2 7 3 8 4
6,6 7 8 01 2 3 4 5 6,0 6 3 0 6 3 0 6 3
7|7 8 01 2 3 4 5 6 7/0 7 5 3 1 8 6 4 2
88 01 2 3 4 5 6 7 8 0 8 7 6 5 4 3 2 1

Observaciones. Mirando las tablas precedentes se observa lo siguiente.

(1) Por la conmutatividad de las operaciones, las tablas son simétricas respecto de las
diagonales principales.

(2) En las tablas de la suma, cada niimero aparece una sola vez en cada fila y en cada
columna, corridos ciclicamente.

(3) Enla tabla de productos de Z,,, la fila (columna) m — k es reversa de la fila (columna)
k (salvo el 0).

(4) En la tabla de los productos de Z,,, en la diagonal principal aparecen los cuadrados
modulo m.

(5) Enla tabla de los productos, salvo por la fila (columna) nula, los ceros aparecen en las
filas (columnas) k con & | m. Dicho de otro modo, si (k, m) = 1 entonces las entradas
de la fila (columna) k son todas no nulas.

(6) Enla tabla del producto de Z,,, no aparece el 0 (salvo en la primera fila y columna) si
P P P y
y s6lo si el m es primo.

(7) En las tablas de la suma y el producto de Z,,, todas las filas y columnas suman cero
si el m es primo. ;Vale la reciproca?

Pregunta para pensar. ;Son estos hechos validos en general? ; Algunos, todos? En el caso
afirmativo ;se anima el lector a probar alguno de ellos?

9.3. Aritmética modular
Ya estamos en condiciones para hacer aritmética en Z,,,. Sin embargo, antes de continuar,

creemos que es bueno hacer una pausa para reflexionar sobre esto y hacerlo en paralelo
con la aritmética de los enteros que nos es més familiar.
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En este caso tenemos ahora un conjunto finito de m elementos, Z,,, en el cual tenemos
definidas dos operaciones, una suma y un producto. Notablemente éstas satisfacen las
mismas propiedades bésicas que la suma y el producto de enteros y luego comparten
todas las propiedades que se derivan de ellas. Desde ya que los enteros y los enteros mo-
dulo m son conjuntos de nimeros muy distintos, sin embargo comparten cierta estructura
artimética.

PROPIEDADES BASICAS DE LA ARITMETICA MODULAR.

Para todo m, dados a, b, ¢ € Z,,, valen
De la suma:

Asociatividad:

a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c

Conmutatividad:

at+tb=b+a

Existencia de un tinico neutro:

a+0=0+a=a

Si ademés a + 0’ = 0’ + a = a entonces 0 = 0'.

Existencia de opuestos tnicos: se tiene

a+(—a)=0
Ademas, si a + a’ = 0 entonces a’ = —a. La clase —a se dice el opuesto de a.
Del producto:
— Asociatividad:
a-(b-e)=(a-b)-c=a-b-c
— Conmutatividad:

a-b=b-a

— Existencia de una tinica identidad:

ysia-1"=1"-a = aentonces 1’ = 1.
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Distributividad del producto con la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c

La validez de las propiedades anteriores son consecuencias directas de la definicién de
clase a = [a] y de las propiedades de la suma y el producto de enteros. En efecto, tenemos:

Asociatividad de la suma

a+(b+c) = [a+ (O] +][])=a]+[b+c]=[a+ (b+ )]
= [(a+b)+c]=Ja+b+[c]=([a] +[b]) +[c] =a+ (b+c)

Conmutatividad de la suma:
at+b=[a+[=la+b=[b+a] =[] +[ad =b+a
Asociatividad del producto:

a(be) = [a] - ([b]-[d]) = la] - [b- ] = [a- (b-c)]
= [la-b)-c=la-b]-[c] = ([a] - o]) - [c] = (ab)c

Conmutatividad del producto:
ab=la]-[b] = [a-b] = [b-a] = [b] - [a] = ba
El opuesto permite definir resta de clases
a—b:=a+(-b)
En la otra notacién, tenemos
[a] — [b] = [a] + (=[b]) = [a] + [-b] = [a — O]
es decir, la diferencia de las clases es la clase de la diferencia.

Nota. Estas propiedades son las mismas que satisfacen los enteros con la suma y el pro-
ducto de enteros. A los conjuntos con 2 operaciones (llamadas suma y producto) que cum-
plen las propiedades de arriba se los llaman anillos (conmutativos con unidad). Luego,
tanto Z como Z,, son anillos (conmutativos con unidad).

De las propiedades vistas, se deduce que por ejemplo valen las expresiones

(a+b)? = a’® + 2ab + b?
(a®> — b*) = (a — b)(a + b)

y por supuesto, las potencias mayores se definen recursivamente

a” =aa ke N

Hacer cuentas con suma, producto y opuestos en Z,, es entonces formalmente igual que
hacer cuentas en Z.

291



9.3 Aritmética modular R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

Ejemplo. Calculemos, en Z;9, la siguiente expresion
x=5"-24+9)-53-7)

Hay muchas maneras de hacer esto. Una forma es hacer todas las cuentas y reducir mo-
dulo 12 al final:

x=25-2-13-5(—4)=25-26+20=19="7
Otra forma es is reduciendo en cada paso:
r=1-2-1+20=1-2+8=7
Una forma mas, distribuyendo todo primero y despues operando:
r=25-8—-—-18—-15+35=1+4+6+9-1=7

Uno trata de ir eligiendo los representantes de las clases que mas convengan, no hay una
regla para esto. 0

Como lo hicimos para enteros, podemos calcular algunas sumas sencillas para enteros
modulares.

Proposicién 9.1. Si p es primo, entonces

(k]€eZy k]€Zy [k]€Zy

Mis generalmente, para m cualquiera vale

Z ] = {[k:] sin = 2k es par,

[0] si m es impar.
[k]|E€Zm 0
Z k)3 = [?] sin = 2k es par,
(k]ez 0] si m es impar.
Demostracién. Usando la Proposicién 5.11 y (5.9), tenemos que.. 0

A pesar de que Z y Z,, son ambos anillos (con las mismas propiedades bésicas), no
comparten todas sus propiedades. Para empezar, los conjuntos Z,, son finitos. Ademas,
ya hemos observado, por ejemplo que para algunos m en Z,, hay pares de ntimeros no
nulos cuyo producto es 0, cosa que no acurre en Z. En Z si ab = 0 podemos deducir que
a = 006b = 0; esto no es posible en Z,,. También hemos visto que para algunos m, hay
numeros distintos de 1y —1 con inverso multiplicativo, cosa que tampoco ocurre en Z.

292



9.4 Unidades y divisores de cero en Z,, R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

9.4. Unidades y divisores de cero en Z,,

Ya hemos visto que no todo elemento [a] € Z,, tiene inverso (en breve veremos un
criterio para saber cuando esto ocurre). Sin embargo, como es de esperar, si un entero
modular es inversible, entonces su inverso es tinico.

En efecto, supongamos que [a] es inversible y que tiene dos inversos, digamos [a'] y [a"].
O sea, [a][a'] = [1] y [a][a"] = [1] con [¢'], [a"] € Zy, ¥ ['], [a”] # [0]. Luego, multiplicando
la primera igualdad por [¢”] tenemos

[a")([al[a]) = ([a"][a])[a’] = 1]]a’] = [a’]
1

Esto también se deduce del Lema 8.19 Al inverso de [a] se lo denota [a] ™.

Esto permite definir la divisién en Z,, por elementos inversibles . Si [b] es inversible en
L.y, entonces

Por ejemplo, [4][7] = [1] en en Zy, y asi [7] = [4]

Al conjunto de clases no nulas de Z,,, lo denotaremos con Z,;,, es decir
Lpy = Zin ~ A0} = {[1], 2], .., [m — 1]}
Definicion. Seam € N, m > 2, y sea [a] € Z,,. Entonces
[a] es una unidad si existe un [b] € Z;, tal que [a] - [b] = [1].
[a] es un divisor de cero si existe un [b] € Z7, tal que [a] - [b] = [0].

Nota. Es costumbre en dlgebra, llamar unidades a elementos inversibles de un anillo (con-
junto con suma y producto, como Z y Z,,).

Deberia quedar claro de las mismas definiciones, que estas son excluyentes entre si. Es
decir, una unidad no puede ser un divisor de cero y reciprocamente. En efecto, supogamos
que [a] es a la vez unidad y divisor de cero en Z,,. Entonces, existen [b], [c] no nulos en Z,
tales que [a]-[b] = [1]y [a]-[¢] = [0]. Multiplicando la segunda identidad por [b] tendriamos
[c] = [b] - [a] - [¢] = [b] - [0] = [0], lo cual es absurdo.

Observaciones. Z y R son en cierto sentido opuestos.

(1) En Z, todo entero resulta divisor de 0, ya que a - 0 = 0, y s6lo hay 2 unidades 1y —1.
(2) Rno tiene divisores de 0 no nulos y todo real no nulo es unidad.

Ejemplos.

(1) [2] es divisor de cero en Zs,, para todo m, pues [2][m] = [0]. En particular en Zy- para
cualquier r > 2, pues [2][2"~1] = [0]. En general, si p es primo, [p] es divisor de cero en
Zpr, r 2 2.

"Un viejo profe decfa que si un elemento no es inversible entonces es inservible.
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(2) [m — 1] es unidad en Z,, jpara todo m! En efecto, [m — 1]? = [-1]* = [1].

(3) Dado a fijo, [a] es divisor de 0 en Zi,, para todo m e inversible en todo Z, con n
coprimo con a.

Pregunta para pensar. ;Cuando a? = 1 en Z,,? Es decir, ;cudndo a es su propio inverso?
Vimos que 1 y m — 1 cumplen esto. Ademads, por la prueba del Teorema de Wilson, si
m = p es primo entonces 1 y p — 1 son los tnicos elementos con esta propiedad. ;Qué
pasa en general?

El Lema 8.19, escrito en términos de congruencias, da la condicién necesaria y suficiente
para la existencia de inversos médulo m. Poniendolo en términos de clases en Z,, tenemos
lo siguiente.

Proposicion 9.2. [a] en Z;, tiene inverso multiplicativo si y sélo si (a,m) = 1. Luego, [a] es
divisor de cero si y sélo si (a,m) > 1.

Definicién. Un conjunto A con 2 operaciones + y - (lamadas suma y producto), con neu-
tros 0 y 1 respectivamente, que sean asociativas, conmutativas, y que distribuyan entre sf,
se dice un anillo (conmutativo con unidad). A es un cuerpo si todo elemento no nulo de A es
inversible respecto del producto, es decir, para todo a € A,a # 0 existe a=! € A tal que
aa™l = 1.

Por ejemplo, Z, Q y R son anillos; pero Z no es cuerpo y Q y R si lo son. Los enteros
modulares Z,, son otro ejemplo de anillo. Nos preguntamos si existen m para los cuales
Zm, resulte un cuerpo. Es decir, ;existe m tal que todo [a] € Z, no nulo tiene inverso [a] ~1?

Es claro que si m no es primo, digamos m = kn entonces [k|[n| = [m] = [0]. Luego, [k]
y [n] son divisores de 0, y por lo tanto no son unidades. Es decir, si m no es primo, Z,, no
puede ser un cuerpo. La Proposicién anterior nos da la respuesta.

Corolario 9.3. Z, es cuerpo si y sélo si p es primo.

Nota. Esto dice que existen cuerpos finitos. Conjuntos finitos con sumas y productos,
donde se puede dividir por todo elemento no nulo. Existen otros cuerpos finitos, muchos
mas ademas de los Z, con p primo. De hecho, para cada primo p y cada k£ > 1 existe un
cuerpo finito con g = p* elementos. Estos cuerpos se denotan F,.

Ejemplo. Sea
Fy = {0,1,w,w?}

donde w es una raiz del polinomio 22 + z + 1, 0 sea w = e’3" € C. Definamos la suma y el
producto en IF4 mediante las siguientes tablas

+ 10 1 w w? 101w w?
010 1 w w 0j/0 0 0 O
11 1 w W 10 1 w w
wlw w0 1 w0 w W 1

Wwlw? w10 W0 w1l w
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El lector puede chequear que las operaciones estan bien definidas, satisfacen las pro-
piedades asociativa, conmutativa y distributiva, y ademads, todo elemento no nulo tiene
inverso. Luego F, es un cuerpo. Como se construye en general un cuerpo de p* elementos
estd mas alla del alcance de este libro. O

Como calcular inversos

Si (a,m) = 1 sabemos que [a] tiene inverso en Z,,, pero ;quién es [a] ~'? Veamos algunas
formas de calcularlo.

InspECCION: Vamos probando los productos [a][2], [a][3], [a][4], hasta que eventual-
mente, [a][b] = 1. Luego [b] = [a] . Por ejemplo, busquemos el inverso de 5 en Z1s.
[5][2] = [10], [5][3] = [3], [5][4] = [8], [5][5] = 1. Luego [5]~* = [5].

TaBLAs: si tenemos la tabla del producto a disposicién, por ejemplo para m peque-
fos, entonces es automatico. En la fila de a buscamos el 1 en dicha fila. Luego, el
numero que etiqueta la columna (digamos b) es el inverso de a, pues [a][b] = [1]. Por
ejemplo, el inverso de [2] en Zg es [5].

PoteNcias: vamos calculando las potencias de [a], o sea [a?],[a?],[a?],. .. hasta que
[a¥] = [1] para algtn k. Luego [a*~!] = [a]~!. Rehagamos los ejemplos anteriores.
En Zys, [5%] = [1] y asi [5] " = [5]. En Zy, [22] = [4], [2°] = [8], [2'] = [7], [2°] = [5],
[26] = [1]. Luego, [2]7! = [25] = [5].

EuLer-FermaT: El Teorema 8.24, de Euler-Fermat, nos da una potencia k tal que [a*] =

[a]~'. En efecto, como a¥(™) =1 (méd m), entonces [a][a®"™) 1] = [1] en Z,,. O sea,
@] = [a]
(k = ¢(m) — 1). Por ejemplo, en Zys, [5*12)~1] = [53] = [5%][5] = [5] es el inverso de

[5]. Notar que la potencia k£ que da este método no tiene que ser la menor, pero al
menos s6lo se hace una sola cuenta (no como en el caso anterior en que uno no sabe
quien sera el k£ y debe ir calculando todas las potencias previas).

La ventaja de usar Euler-Fermat para el célculo de inversos es que el mismo exponente
sirve para todos los inversibles en Z,,. Es decir, supongamos que Zj, = {[a1], [a2]; - - -, [ap(m)] }
entonces

]t = [0 1< < p(m)
9.4.1. El grupo de unidades Z;,
El conjunto de unidades se denota por U(Z,,) o bien por Z;,. Luego, tenemos

Zy, =A{la] : 0 <a<m,(a,m) =1}

De aqui es claro que
#lm = p(m)
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Este conjunto es cerrado por el producto (aunque no por la suma). Es decir, producto de
unidades es unidad, pero suma de unidades en general no es unidad. En efecto, supon-
gamos que a, b € Z%,. El inverso de [a][b] es [a~1b™!] pues

[a](b)la="b7"] = [a][b][b] " [a] =" = [a][a] "

Es decir, el inverso del producto es el producto de los inversos. Se dice que (Z},, ) es un
grupo multiplicativo y se habla entonces del grupo de unidades.

Por simpleza, en lo que sigue escribiremos a en lugar de [a].

Observaciones.

(1) Es claro que si p es primo,
Zt =Z,~ {0}

(2) Sim = 2" entonces las unidades de Z,, son todos los impares. Es decir,
5. ={1,3,5,...,2" —3,2" — 1}
para todo r > 2.

Calculemos los grupos de unidades de Z,,, para m pequefios. Aqui damos Z, para los
m no primos menores que 20 y algunos ejemplos mas grandes.

m L, p(m)
4 {1,3} 2
6 {1,5} 2
8 {1,3,5,7} 4
9 {1,2,4,5,7,8} 6
10 {1,3,7,9} 4
12 {1,5,7,11} 4
14 {1,3,5,9,11,13} 6
15 | {1,2,4,7,8,11,13,14} | 8
16 | {1,3,5,7,9,11,13,15} | 8
18 | {1,5,7,11,13,17} 6
20 | {1,3,7,9,11,13,17,19} | 8

TABLAS DE MULTIPLICAR EN U (Zyy,)

;) |1 3 (zg,) |1 5
1 1 3 1 1 5
3 3 1 5 5 1
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(z5) |1 3 5 7 (Zi,) |1 3 7 9 (Z%,) | 1 5 7 11
1 |1 3 5 7 1 |13 79 1 1 7 11
3 [3 1765 3 |3 9 17 5 5 1 11 7
5 |5 7 1 3 7 |7 1 9 3 7 7 11 1
7 |7 5 3 1 9 |9 7 3 1 11 |11 7 5 1
(Z5,) |1 2 4 5 7 8 (zt,)| 1 3 5 9 11 13
1 |1 2 4 5 7 8 1 1 3 5 9 11 13
2 (2 4 8 1 5 7 3 3 9 1 13 5 11
4 |4 8 7 2 1 5 5 5 1 11 3 13 9
5 (5 1 2 7 8 4 9 9 13 3 11 1 5
7 |7 5 1 8 4 2 11 |11 5 13 1 9 3
8 [8 7 5 4 2 1 13 (13 11 9 5 3 1
(Zi,) |1 2 4 7 8 11 13 14
1 1 2 4 7 8 11 13 14
2 2 4 8 14 1 7 11 13
4 4 8 1 13 2 14 7 11
7 7 14 13 4 11 2 1 8
8 8 1 2 11 4 13 14 7
11 |11 7 14 2 13 1 8 4
13 (13 11 7 1 14 8 4 2
14 |14 13 11 8 7 4 2 1

Zi,)| 1 3 5 7 9 11 13 15
1 1 3 5 7 9 11 13 15
3 3 9 15 5 11 1 7 13
5 5 15 9 3 13 7 1 11
7 7 5 3 1 15 13 11 9
9 9 11 13 15 1 3 5 7
11 (11 1 7 13 3 9 15 5
13 |13 7 1 11 5 15 9 3
15 |15 13 11 9 7 5 3 1
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1 5 7 11 13 17
1 5 7 11 13 17
5 5 7 17 1 11 13
7 17 13 5 1 11
11 11 1 5 13 17 7
13 13 11 1 17 7
17 17 13 11 7 5 1

(ZT& )

(Zse,) | 1 83 7 9 11 13 17 19
1 1 3 7 9 11 13 17 19
3 3 9 1 7 13 19 11 17
7 7 1 9 3 17 11 19 13
9 9 7 3 1 19 17 13 11

11 11 13 17 19
13 13 19 11 17
17 17 11 19 13
19 19 17 13 11

I

Ejemplo. Como 60 = 22 - 3 - 5 tenemos ¢(60) = 2-2 -4 = 16. Luego #Z§, = 16y

7t ={1,5,7,11,13,17,19, 23,25, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 59}

9.5. Ejercicios

a
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Capitulo 10

Ecuaciones en congruencias

Dado un polinomio f(z) con coeficientes enteros consideramos la ecuacién médulo m
f(x)=0 méd m. (10.1)

Una solucién es un entero zy tal que el entero f(zo) que resulta de evaluar el polinomio
f(z) en zy, satisface que f(xg) =0 (m).

Dado que si 29 = yo, entonces f(xo) = f(yo), se sigue que si (10.1) tiene una solucién,
tiene infinitas. Convenimos en que si e yo son soluciones y g = yo, entonces las conside-
ramos como una solo solucién. Asi resolver la ecuacién (10.1) es encontrar todas sus solu-
ciones en un conjunto de representantes médulo m, como por ejemplo {0,1,2,...,m—1}.

Ejemplos.

(1) Laecuacién 2z = 3 (4) o equivalentemente 2z — 3 = 0 (4), no tiene ninguna solucién.
2z — 3 es siempre un niimero impar, luego nunca es divisible por 4.

(2) La ecuacién 22 = 1 (8) tiene exactamente 4 soluciones.

La clase més simple de ecuaciones de este tipo, son las ecuaciones lineales de congrueen-
cia, aquellas donde el polinomio f(x) es de grado 1, es decir f(z) = az + b’, que da lugar
a la ecuacion azx + b’ = 0 o equivalentemente a la ecuaicén

ar=b méd m,

donde b = V.

10.1. Ecuaciones lineales

10.1.1. Una variable

Mostraremos que éstas siempre se pueden resolver, es decir siempre podemos decidir
si tienen o no solucién y en caso afirmativo decir cudntas. Antes de hacer esto enunciamos
y probamos algunas propiedades mds de la congruencia de enteros.
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Proposicion 10.1. Sia = b mdéd m, entonces med(a, m) = med(b, m).

Demostracién. Sean d = (a,m)ye = (b,m). Comom | a — b,y d | ay d | m, entonces
d | b. Luego d | e. Analogamente, se sigue que e | d y por lo tanto d = e. O

Proposicién 10.2 (Propiedad cancelativa). Si ac = bc méd my d = (m, c), entonces

m
=) 5d —.
a mé yi

En particular si (m,c) = 1, resulta que a = b méd m.

Demostracién. Tenemos que m | c¢(a — b); luego %} | 5(a — b). Ahora, como 7 y § son
coprimos, se sigue que 7 | (a — b). O

Proposiciéon 10.3. Sia =b méd m, a =b méd ny (m.n) =1, entonces a = b méd mn.

Demostracién. Tanto m como n dividen a la diferecnia a — b; siendo m y n coprimos se
sigue que el producto mn divide a a — b. O

Proposicion 10.4. Sid | a, d | by d | m, entonces la ecuacion ax = b méd m tiene solucion si
y s6lo si la ecuacion 4z = 5 méd 2 tiene solucion.

Demostracién. Supongamos que existe ¢ tal ac = b méd m, esto es m | ac — b. Luego
mjac=b _a._ b i i a.—>5b 2 m
7| “72 = Gc— 3. Es decir c satisface que §c = 7 mdd 7.

2 : a, — b 1 m m | a b _ ac—b
Reciprocamente, si c es tal que ¢ = ; mdd 7, entonces 7 | ¢ — 5 = “5=, de donde

se sigue que m | ac — b, es decir ac = b mdd m. O

Teorema 10.5. Consideremos la ecuacion lineal de congruencia
ar =b moéd m. (10.2)

(a) Si(a,m) =1, entonces la ecuacion (10.2) tiene una tinica solucion.

(b) Si (a,m) = d, entonces la ecuacion (10.2) tiene solucion si y sélo si d | b. Si (a,m) = dy
d | b, entonces la ecuacion (10.2) tiene exactamente d soluciones; éstas son:

m m m
t,t+ —,t+2—,...,t d—1)—
,t+ 7’ + PRAREE + ( ) p
donde t es la tinica solucién de la ecuacion
a b m
—r=—- mbd —.
d d d
Demostracién. (a) Como a y m son coprimos, entonces a, 2a, 3a, . .., ma son todos no

congruentes dos a dos médulo m. Asi son un conjunto de representates de todas las
clases de congruencia médulo m. Luego b = ia para un tinico 1 <i < m.
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10.2 El teorema chino del resto
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(b)

(©)

Si hay una solucién zg, m | axg—b. Comod | ay d | m, entonces d | b. Reciprocamente,
si d | b consideramos la ecuacién §z = g méd 7. Como 3y g son coprimos, ésta

altima ecuacion tiene solucién . Ahora ¢ es también solucion de la original.

Los d ntimeros enteros de la forma ¢ +i"r coni = 0...d— 1 son claramente soluciones
de la tltima ecuacién (que por convencién consideramos iguales como soluciones de
la ecuacién de congruencia por ser equivalentes médulo 7). Luego todos éstos son
también soluciones de la ecuacién (10.2). Pero ahora son todos no equivalentes mé-
dulo m, puessim |t +i" —t — j%, entonces m | (i — j) y luego d | (i — j), lo que
implica que ¢ = j. Tenemos asi d soluciones distintas de la ecuacién (10.2).
Por otro lado si z¢ es solucién de (10.2), entonces axo = b = at méd m, yluegoxg =t
méd 7. Es decir 79 = t + k7. Pero k = r mdd d, para algin 0 < r < d. Se sigue
que km = rm mdd dm y por lo tanto k7 = r’7 mdd m. Finalmente, tenemos que
ro =t+ 77 méd m,y resulta que zo es una de las soluciones anteriores, mostrando
que esas son todas.

a

Observaciéon. Notar que la existencia y unicidad de una solucién en el caso en que (a, m) =
1, se sigue también directamente de la existencia de un inverso multiplicativo para a en

L,

. En efecto, si c es tal que ac = 1, entonces acb = b. Desde otro punto de vista, ax = b

implica, multiplicando por ¢, que * = cb. Este el mismo argumento que usamos para
resolver las ecuaciones lineales en R.

10.1.2. 2y 3 variables

10.2. El teorema chino del resto

10.3. Sistemas de ecuaciones lineales

10.4. Ejercicios
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Capitulo 11

Principios de conteo

“Hay 3 clases de personas, las que saben contar y las que no”

“No todo lo que puede ser contado cuenta y no todo lo que cuenta puede ser contado”
Albert Einstein, fisico alemdn (1879 —1955)

Si le preguntdramos a un nene pequefio cudntos asientos hay en un cine, es posible que
este comience a contarlos uno por uno. Si el nifio es algo mayor es probable que cuente
solo el nimero de filas, n, y el nimero de asientos por filas, m, y que deduzca que el
numero de asientos es nm.

Muchos problemas en matematica involucran “contar” objetos de alguna clase o con
ciertas propiedades determinadas. Algunas preguntas que surgen naturalmente son:

¢De cuantas formas se puede realizar una determinada accién?
(Cuéntos elementos tiene un cierto conjunto?

(Cuantos subconjuntos con ciertas propiedades se pueden obtener a partir de un
conjunto dado?

¢De cuédntas formas se pueden elegir ciertos elementos de un conjunto?
¢(De cuantas formas se pueden ordenar estos elementos?

¢De cudntas formas se pueden clasificar objetos dados en categorias? o equivalen-
temente, ;cudntas formas se pueden distribuir bolas en cajas?

Queremos estudiar modos sistematicos y practicos de contar, como el usado en el ca-
so del cine, segiin distintas situaciones particulares bastante comunes que se dan en la
realidad.

El arte de contar sin enumerar, es decir de calcular el nimero de casos que nos interesa
sin hacer una lista concreta, es una parte central de la combinatoria. Esta es un area de
la matematica que ha tenido un gran desarrollo en el siglo pasado y que interactua con
otras muchas dreas de la matematica como por ejemplo la matemaética discreta, la teoria
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de grafos, la geometria finita, la teorfa de c6digos y también fuertemente con la ciencia de
la computacién.

Comenzaremos aprendiendo herramientas e intentando desarrollar habilidades de con-
teo, intuitivamente y a través de ejemplos. Mas adelante, en el Capitulo ??, veremos los
fundamentos rigurosos que sustentan lo anterior.

A continuacién damos un breve resumen de lo que aprenderemos en este capitulo y los
siguientes.
ASPECTOS COMBINATORIOS

Princrpios comBinaTORIOS: de adicion, de multiplicacion, del complemento, de la in-
yeccién y la biyeccién, del palomar y de inclusién/exclusién.

as

IONE MBINATORIAS: ir”, istribui i i

AcCCIONES O ORIAs: “elegir”, “ordenar” y “distribuir” objetos de cierta manera
(permutaciones, combinaciones y arreglos, selecciones con y sin repeticién, distri-
buciones).

NUMEROS COMBINATORIOS. Binomio de Newton e identidades combinatorias con coe-
ficientes binomiales. Otros ntimeros que sirven para contar.

En este capitulo, daremos algunos métodos de conteo que sirvan para responder las
preguntas planteadas mads arriba, en una gran variedad de casos. Veremos algunos prin-
cipios basicos de conteo, pero que son de amplia aplicacién.

11.1. Principios basicos de conteo

Describimos a continuacién 3 principios bdsicos que son muy naturales y por lo tanto
faciles de incorporar. Estos son:

Principio de adicion.
Principio de multiplicacion.
Principio del complemento.

Muchas de las estrategias para contar una determinda clase de objetos consiste en combi-
nar de alguna manera estos 3 principios con alguno de estos dos:

Principio de inyeccion.
Principio de biyeccion.

Presentamos a continuacién dichos principios sin pruebas. Mas adelante daremos las
demostraciones formales de todos estos hechos.
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11.1.1. El principio de adicién

Este principio afirma lo siguiente.

PrincrpiO DE ADICION (PA). Si una accion A se puede realizar de n formas distintas y otra
accion B se puede realizar de m formas distintas, siendo A y B excluyentes (si se hace A no
se hace B y vicecersa), entonces la cantidad de formas posibles de realizar la accion A 6 B es
n + m.

Ejemplo. Quiero ver una pelicula. En la tele hay 8 canales de peliculas y en el complejo
de cines cerca de casa hay 5 peliculas en cartelera. ;Cuantas peliculas tengo para elegir?
Hay en total 8+5=13 peliculas para elegir.

Formalmente, en términos de conjuntos, este principio se enuncia como sigue.
Princrrio DE ADICION II (PA). Si A y B son conjuntos finitos disjuntos, entonces

[AUB| = |A| +|B|

En el caso de 3 acciones mutuamente excluyentes el principio queda asi. Si 4, By C
son conjuntos mutuamente disjuntos (o disjuntos 2a 2),esdecir ANB =@, BNC =ay
C N A = g, entonces

|JAUBUC| = |A[ + |B| +|C]|

Ejemplos. (turisticos)

(1) Quiero viajar de Cérdoba a Buenos Aires. Considerando distintos horarios, rutas y
empresas hay 3 formas de viajar en avion, 5 formas de ir en colectivo y 2 formas de ir en
tren. Como cada medio de transporte es excluyente, hay 3 + 5 4 2 = 10 formas de viajar.

(2) Enun bar, quiero comer algo dulce. Hay helados (casatta, almendrado, bombén esco-
cés y bombon suizo) y tortas (tiramisd, selva negra, imperial ruso). Luego, tengo 4 +3 = 7
opciones. 0

Mas generalemente, tenemos.

Teorema 11.1 (PA). Si Ay, Ao, ..., A, son conjuntos disjuntos 2a 2, 0sea A;NA; = @
para todo 1 <i,j < ncon i # j, entonces

|ATU Ao U---U Ay| = |Aq| + |A| + -+ | Ay

Como una aplicacién mas interesante veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Encontrar el nimero de pares de enteros (z, y) tales que 22 + y? < 4. Queremos
calcular en cardinal del conjunto

A={(z,y) €ZXZL: 2> 419> <4}
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Dividimos el problema en casos disjuntos; o sea, queremos encontrar los pares de enteros
(z,y) tal que 22 +y? =i coni = 0,1,2,3, 4. Es decir,

A:UAZ- donde A ={(z,y) €EZXT: 2% +9* =i}

Calculando, tenemos
Ao ={(0,0)}  A;={(£1,0),(0,+1)}
Ay ={(1,£1),(-1,£1)}  As3=2  As={(£2,0),(0,£2)}
Luego, por el principio de adicién,

4
A=) |Ail=14+44+44+0+4=13
=0

Es decir, hay 13 pares de enteros cuyos cuadrados suman 4 o menos. 0

11.1.2. El principio de multiplicacién

Este principio dice que

PrINCIPIO DE MULTIPLICACION (PM). Si una accién A se puede realizar de n formas distintas
y una accién B se puede realizar de m formas distintas, siendo A y B acciones independientes,
entonces la cantidad de formas de realizar la acciéon Ay B es nm.

Ejemplos. (turisticos)

(1) Supongamos que queremos viajar de Salta a Mar del Plata, pasando por Tucumén y
Cordoba. Si hay 3 formas de ir de Salta a Tucumaén, 2 formas de ir de Tucumén a Cérdoba
y 3 formas de ir de Cérdoba a Mar del Plata. ;Cuantas formas hay de ir de Salta a Mar del
Plata?

Aplicamos el principio de multiplicacion 2 veces. Como las formas de viajar de Salta a
Tucuman y de Tucumén a Cérdoba son independientes, es decir la eleccion de la primera
no determina para nada la eleccién de la segunda, entonces, por PM hay 3 - 2 = 6 formas
deir de Salta a Cérdoba, pasando por Tucuman. Ahora, por PM nuevamente, hay 6-4 = 24
formas de ir de Salta a Mar del Plata pasando por Cérdoba.

(2) En un restaurante quiero pedir un almuerzo con entrada, plato y postre. De entradas
hay empanadas, humita o sopa. De plato principal hay locro, ravioles o milanesas. De
postre hay flan, budin de pan o vigilante. Por el PM (aplicado 2 veces) hay 3 -3 -3 = 27
mentes posibles, i.e. combinaciones de entradas, platos y postres. 0

Veamos un ejemplo en el que el PM no se aplica.
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Ejemplo. Nos preguntamos de cudntas formas podemos obtener suma 7 al tirar 2 dados.
Si representamos la tirada por el par

(z,y) donde 1<uz,y <6,
nos preguntamos cuantos pares hay que cumplan
r+y="7

Ahora los eventos “que el primer dado salga 2” y “que el segundo dado salga y” no son
independientes, ya que si suman 7, el valor del segundo dado depende del primero, y =
7 — z (y reciprocamente). Esta claro que aqui no se aplica el PM. Como hay 6 posibles
valores para z, hay 6 pares posibles (1, 6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6, 1). 0

En términos de conjuntos, este principio se enuncia como sigue.
Princrp1O DE MULTIPLICACION II (PM). Si A y B son conjuntos finitos, entonces

[Ax B|=|A|-|B

Ejemplo. En el caso del ment del ejemplo anterior, tenemos E = {e, h,s}, P = {l,m,r}
y C = {b, f,v}. Luego,

Ex C={(el),(e,m), (e,r), (h,1), (h,m), (h,7),(s,1),(s,m), (s,7)}
e identificando (£ x C') x P con E x C' x P, vemos que

(e,1,b), (e,m,b), (e,r,b),(h,1,b),(h,m,b),(h,rb),(s,1,b),(s,m,b),(s,rb),

(€7l7 f)’ (67 m’ f)7 (67 747 f)7 (h7 l7 f)7 (h7 m7 f)’ (h7 T’ f)7 (8’l7 f)’ (87 m’ f)’ (S7T7 f)7
(e,l,v),(e,m,v), (e,r,v), (h,l,v), (h,m,v), (h,r,0), (s,1,v),(s,m,v), (s,7,0),

son todos los posibles mentes. 0

Mas generalemente, para cualquier niimero de conjuntos tenemos.

Teorema 11.2 (PM). Si Ay, Aa, ..., A, son conjuntos entonces

A1 X Ay X o X Al = [ A1 [ 4] | Ay

Ejemplo. Calcular el nimero méximo posible de patentes viejas y de patentes nuevas de
los autos.
Las patentes viejas (anteriores a las actuales, hubieron otras antes) eran de la forma

X a1a2a3a40a50a6
con X una letra (una por cada provincia incluyendo la capital) y los a; digitos. Es decir,

XeA={ABC, ... X,Y,Z}~{LN,O}ya; € D={0,1,...,8,9} parai = 1,...,6. Por
la cantidad de autos, habia dos casos especiales: Buenos Aires, con letra B, permitia un
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505 911

(a) antigua (b) nueva

Figura 11.1: patentes de automéviles argentinas

digito més ap, con 0 < ag < 2; y Capital Federal, con letra C, permitia un digito ap més
con 0 < agp <1.

Las patentes nuevas son de la forma
XY Z abe

con X,Y, Z letrasen Ay a,b, c digitos.

Por el PM, el ntimero total de patentes viejas posibles, que no son de Buenos Aires o
Capital Federal, es

(LN{B,C}) x (DxDxDxDxDxD)|=|L~{B,C} x|D|° =22-10° = 22.000.000

Si a esto le sumamos las 3.000.000 de patentes de Buenos Aires mas los 2.000.000 de pa-
tentes de Capital, esto da un total de 27.000.000 de patentes.

Por otro lado, el nimero total de patentes nuevas posibles es
(L x LxL)x (DxDxD)| =L x|D)®=27-10° = 19.683.000.
Si, parece que hay menos que antes...” 0

En muchos problemas (por lo general), ambos principios PA y PM deben ser usados
conjuntamente para resolver un problema.

Ejemplo. Sea X = {1,2,3,...,9,10}. Calcular el nimero de elementos del conjunto
S =A{(a,b,c) : a,b,ce X, a<b,a<c}

Para cadaa = k € {1,2,...,9} hay 10 — k elecciones para b y 10 — k elecciones para c.
Luego, por PM, para cada k hay (10 — k)? elecciones para (k, b, c) con k < b, k < c. Ahora,
como k toma los valores 1,2, ... ,9, por el PA tenemos

S| =92+ 8% + .-+ +22 412

Ya vimos como calcular esta suma de cuadrados en (5.8):

n=9
S| = E=inn+1)@2n+1)=21019 — 185
6 6
k=1

Luego hay 185 ternas de digitos, tales que el segundo y el tercero son ambos menores que
el primero. O

"Este es un ejemplo trivial que muestra la falta que hacen los mateméticos en empresas y gobiernos.
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Veamos la prueba del Corolario 6.29 que nos quedé pendiente.

Ejemplo (nimero de divisores de n). Supongamos que n = p’f ...plr es la factorizacion
prima de n, donde py, .. ., p, son todos primos distintos y 41, . . ., i, > 0. En la Proposicién
6.27 vimos que

Div(n) = {:tp{1~--pq7nr 0 < <ig,k=1,...,r}
Veamos que n tiene exactamente 2(iy + 1)(i2 + 1) ... (i, + 1) divisores.

Para cada 1 < j <r,sea D; = Div*(p;’) el conjunto de divisores positivos de pé-j. Notar
que hay una biyeccién
Divt(n) <— Dy x Dy x --- x D,

dada por

e], e

Py P ,_,pir (pil’pgz’“"p?,»)
Luego, como D; = {l,pj,p?, . ,p;j }, por el PM se tiene que
| Div*(n)| = [Di| - |Da| -+ |Dy| = (i1 +1)(i2 + 1) -+ (ir + 1)

Ahora, como Div(n) = Divt(n) U Div™ (n) (unién disjunta), y # Div'(n) = # Div_(n),
por el PA y el ejemplo de més arriba tenemos

#Div(n) = 2# Divt(n) = 2(iy + 1)(ia + 1) - - - (i + 1)

como queriamos ver. O

11.1.3. El principio del complemento

Supongamos que queremos contar la cantidad de formas en que se puede realizar cierta
accion (casos favorables). A veces es mas facil contar los casos en que no pasa lo que que-
remos (casos no favorables) y restarlos del total de casos posibles. Esto criterio tan sencillo
se conoce como principio del complemento.

Princrrio DEL coMPLEMENTO (PC). Supongamos que hay n formas de realizar una determi-
nada accién A y, de éstas, hay exactamente k que no cumplen con una propiedad P dada.
Entonces, la cantidad de formas de realizar la accion A cumpliendo con la propiedad P es
n—k.

Tipicamente, a este principio se lo usa cuando los casos que queremos contar, son evi-
dentemente muchos comparados con el total de casos posibles. En ese caso conviene con-
tar los casos que no nos interesan y restarlos del total.

Ejemplo (Dados). Supongamos que se tiran 2 dados distintos (es decir que los podemos
distinguir, digamos uno blanco y otro negro) obteniedo el par (z,y) con1 < z,y < 6,
donde z representa el dado blanco e y el negro. Por ejemplo (I8 = (2,5). Notar que

(z,y) # (y, ).
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(Cudntos pares se pueden obtener que no sean “dobles”? Esta claro que podemos enu-
merarlos a todos (1,2), (1,3),...,(1,6),(2,1),(2,3),...,(2,6), etcétera. Pero lo mas simple
es contar el niimero de dobles (lo que no queremos) y restarlos del total. Hay 6 pares do-
bles

o] -} 8] - &) 8] - )8, 36

Por el PM, el ntimero total de pares es 6 - 6 = 36. Luego, por el PC hay 36 — 6 = 30 pares
que no son dobles. 0

En términos de conjuntos, este principio se enuncia como sigue.

Teorema 11.3 (PC). Si A C U con |U| = n entonces |A| =n — |A°|.

Demostracién. Como U = AU A°y AN A° = g, por el principio de adicién tenemos
U] = |A| + |A°|, de donde |A| = n — |A°|. O
11.1.4. Principios de Inyeccién y Biyeccion

Otros principios que son muy sencillos pero ttiles son los principios de inyeccién y
biyeccién

Proposicién 11.4 (Principio de Inyeccién (PI)). Si A y B son conjuntos finitos y existe
una funcion inyectiva de A en B entonces |A| < |B].

La demostraciéon de este principio la veremos mas adelante (ver §11.8.1), aunque es
intuitivamente clara” .

Proposicién 11.5 (Principio de Biyeccion (PB)). Si A y B son conjuntos finitos y existe
una biyeccion entre Ay B entonces |A| = |B].

Demostracién. Si f : A — B es una biyeccién, entonces tanto f como f~! son inyectivas,
y, por el PI, se tiene |A| < |B|y |B| < |A]. O

Usaremos estos principios en reiteradas oportunidades en ejemplos venideros.

11.2. Accion basica: Ordenar

Dos problemas basicos y fundamentales son:

Dados n objetos, ordenarlos.

Dados n objetos, elegir k de ellos.

"Para el caso en que los conjuntos son infinitos el resultado vale jpero no es para nada trivial! Sse lo conoce
como el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder.
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Las siguientes preguntas estdn relacionadas con estos problemas.

¢De cuantas formas se pueden ordenar n objetos?

¢De cuantas formas se pueden elegir £ elementos de un conjunto de n elementos?

Es claro que si tenemos a mano todas las posibles ordenaciones de n objetos entonces
podemos contarlos. La dificultad de obtener todas las ordenaciones crece muy rapido a
medida que crece el n, como veremos en ejemplos sencillos. Lo que queremos es descubrir
una manera de saber calcular el nimero de ordenaciones, sin tener que contarlas!

11.2.1. Ordenar en fila (listar)

Cuando uno describe un conjunto, no importa el orden en que sus elementos son lis-
tados. Sin embargo, en otros contextos, el orden es muy importante. Cuando esto ocurre,
debemos saber dar los distintos 6rdenes y saber contar cuantos hay. En general cuando
decimos ordenar queremos significar listar, dar una lista ordenada.

Ordenar (en fila) un conjunto finito es dar una lista (u ordenacién) de sus elementos.

Ejemplo. Si X = {x,z9,...,27}, las siguientes son ejemplos de listas distintas de los
elementos de X

Ll = X1,X2,T3,T4,T5, L6, L7 L2 = X7, L6y L5, L4, T3, T2, T1

L3 = X2,%1,T4,T3,T6, L5, L7 L4 = T4, T1,X7,T5,T2, T, L3

Podemos pensar que la primer lista L; es lo mismo que tener una funcién f; : Iy — X
dada por

f1(1) =21, f1(2) =22, f1(3) = 23, f1(4) = 24, [1(5) = x5, f1(6) = 26, f1(7) = 27

Similarmente, Ly se puede ver como la funcién f5 : I — X dada por

f2(1) =27, f2(2) = z6, f2(3) = x5, fa(4) = 74, f2(5) = 73, f2(6) =22, f2(7) =21
Analogamente tenemos funciones f3, f1 : Iy — X para L3y Ly. O

Ahora, si X = {x1,22,...,27} es un n-conjunto, es decir un conjunto de n elementos,
entonces una lista es algo de la forma

L:.’L'il,:Ew,...,.%'in (111)

donde los z;,, zi,, . .., z;, son todos los elementos de X. Es decir, x;,, zi,, ..., i
T;; # xj, paratodo 1 < ij,i; < ncon j # k. Por ejemplo,

c Xy

n

Ll =T1,X2,T3y...,Tn—-1,Tn
Lo=w9,23,21,...,Tpn-1,Tn
Ly =wp,0p_1,...,23,%2,71
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son ejemplos de listas distintas. A la lista L como en (11.1) podemos asociarle la funcién
biyectiva
f:l, =X

dada por
f(l):xiu f(2>:xiza f(n):xln

Reciprocamente, a cada funcién biyectiva f : I,, — X podemos asociarle la lista

Lp=fQ),f2),....f(n)

formada por sus imagenes ordenadas.

Luego, identificamos una lista ordenada de elementos de X con la imagen de una or-
denacién de X

f(l):xiu f(2):1‘2'2, cee f(n)zmln

Dijimos que ordenar un conjunto finito es dar una lista de sus elementos. Méas formal-
mente, es encontrar una “ordenacién” para éI.

Ejemplo. Comencemos tratando de ordenar conjuntos pequefios. Tomemos el conjunto
X =1, ={1,2,...,n}, para los primeros valores de n, y ordenamos sus elementos cui-
dando de hacerlo de todas las formas posibles.

I,. Para n = 1 hay una tnica forma: 1.
I>. Para n = 2 hay solo dos formas: 12 y 21.
I5. Para n = 3 hay 6 formas: 123, 132, 213, 231, 312, 321.

I,. Fijemos el 1 como primer elemento y listemos todos los érdenes que comienzan
con 1; éstos los obtendremos con todos los 6rdenes posibles para los elementos del
conjunto {2, 3,4}. Luego, tenemos

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432.

Ahora, repetimos el proceso tomando a 2 como primer elemento y ordenando {1, 3, 4}.
Haciendo lo mismo con todos los posibles primeros elementos, finalemente obtene-
mos

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Luego, para n = 4 hay 24 formas de ordenar los elementos 1, 2, 3, 4. Notar que, para

estar seguros de que cubrimos todos los casos, usamos por lo general el orden del
diccionario. 0

312



11.2 Accion bésica: Ordenar R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

A partir de los ejemplos previos, nos damos cuenta que podemos resolver el problema
general de ordenar n elementos recursivamente.

‘ METODO GENERAL ‘

Fijamos el primer elemento de la lista, para el cual hay n elecciones posibles, y ordena-
mos el conjunto de n — 1 elementos restantes, el cual sabemos recursivamente que pode-
mos ordenar de (n — 1)! formas distintas. Luego, por el princio de multiplicacién, hay

n(n—1)! =n!

formas distintas de ordenar un n-conjunto.

Proposicién 11.6. Hay n! formas distintas de ordenar los elementos de un n-conjunto, para
cadan € N.

Demostracién. Por el principio de biyeccién, basta ver que hay n! formas de ordenar los
elementos del conjunto I,, = {1,2,...,n}. Hacemos induccién en n. Hay una tinica forma
de ordenar I; = {1}. Supongamos que hay k! formas de listar los elementos de Ij, y
veamos que entonces hay (k + 1)! formas de listar los elementos de Ij;. Sea

L1, L2y« Th+1

una lista de elementos de Ij,;1, es decir x € I, conz; # xj paratodo1 <i,j5 < k41,7 #
J. Supongamos que z1 = j. Luego

{m2, 23, .., 2pq1 ) = Ty N {7}

y este conjunto estd claramente en biyecciéon con Ij. Por ejemplo, tenemos la biyecciéon
Y Iy1 ~ {j} — Ii definida por

, i i=1,...,j—1
Y(i) =4 . .
i—1 i=7+1,...,k+1
Es decir,
'_}

2 = 2

j—1 = j—1
j+1 = 3
k+1 — k

Como |Ix+1 ~ {j}| = |Ix| = k, por el principio de biyeccién, hay k! formas de ordenar a
In+1~{j}. Como hay k + 1 elecciones posibles para z, por el principio de multiplicacién,
hay (k + 1)k! = (k + 1)! formas de ordenar I ;. Luego, por induccién, hay n! formas de
ordenar I,,. O
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Consideramos en los siguientes ejemplos algunas variaciones del problema de ordenar
los elementos de un conjunto dado.

Ejemplo (anagramas). ;Cudntas palabras distintas (reales o no) se pueden formar con
las letras de la palabra murcieLaGco? Sea X = {M,UR,C,LEL,A,G,0}. Como | X| = 10 hay
10! = 3.628.800 posibles palabras.

Ejemplo (cartas). ;De cuantas formas puede quedar un mazo de cartas espafiolas luego
de ser mezclado, con todas las cartas boca arriba (o todas boca abajo)? Hay 40 cartas, por
lo tanto hay 40! mezcladas.

Ejemplo (sentadas). ;De cuantas formas distintas se pueden sentar en una fila 7 chicos y
6 chicas si...

(1) no les exigimos ninguna condicién?
(2) los sexos deben estar intercalados (ningtin par de chicos o chicas juntos)?
(3) las chicas deben estar todas juntas?
Respuestas:
(1) Hay 7+6=13 personas, por lo tanto 13! = 6.227.020.800 formas de sentarlas en fila.

(2) Deben aparecer asi
b1 g1 b2 g2 b3 g3 ba ga bs g5 be ge b7

Hay 7! formas de ordenar a los chicos entre si, 6! formas de ordenar a las chicas entre si, y
por PM, hay
7-6!=10-9-8-7! = 10!

formas de sentarlos intercalados.

(3a) Las 6 chicas forman un bloque y luego podemos pensarlas como una sola persona.
Hay 8! formas de sentar a los 7 chicos mas este bloque de chicas y hay 6! formas de ordenar
a las chicas entre si (dentro del bloque). Por PM, hay

8!-6!=8-10!

formas de sentarlos, con las chicas formando bloque.

(8b) Otra forma, muy similar, es la siguiente. Sentamos a los chicos primero (hay 7! formas)
y para el bloque de chicas existen 8 lugares donde puede ser ubicado:

O 0b6,00b300,0b50bs 00,0
y luego ordenamos las chicas entre si (6! formas). Asi, tenemos
8-7-6!=8!6!=10!

formas de sentarlos con las chicas formando un bloque. O
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11.2.2. Ordenar en circulos (ciclar)
Veamos 2 variantes de “ordenar”,
Ordenar en circulos o ciclar.
Ordenar con repeticiones.

Comencemos con un ejemplo practico.

Ejemplo (mesa). ;De cudntas formas se pueden sentar 6 personas alrededor de una mesa
circular? S6lo nos interesan las posiciones relativas entre las personas (es decir, quién esta
a laizquierda y a la derecha de quién). Veamos 2 formas de hacerlo. Sabemos que hay 6!
formas de ordenarlas en fila.

(1) Elegimos una persona, digamos la 6, y la sentamos en una posicién fija. Los 5 asientos
que quedan pueden pensarse como un fila, ya que los bordes no estdn unidos. Luego hay

5!

formas de sentar las 6 personas alrededor de la mesa. Por ejemplo, dos sentadas distintas
posibles son

(2) Hay 6! formas de sentarlos. Pero cada posicién es contada 6 veces, pues la 6 rotaciones
de una misma posicién inical son consideradas la misma “sentada” (i.e. las posiciones
relativas son las mismas).

2 1 1 _6 6 5 5 4 4 3 3 2
3 6 2 5 1 4 6 3 5 2 4 1
4 5 3 4 2 3 1 2 6 1 5 6
Luego hay
6! 5
E == J.
formas de sentar a las 6 personas alrededor de la mesa. 0

Dado un n-conjunto, ordenar ciclicamente (o ciclar) sus elementos es, intuitivamente, or-
denarlos sobre un circulo y no sobre un segmento como en el caso de listas. Formalmente,
ahora no existe un primer elemento de la lista, un segundo elemento de la lista, etcétera,
como antes. Es decir, consideramos el ultimo elemento de un orden lineal como si estu-
viera a la izquierda del primero (o el primero como si estuviera a la derecha del dltimo).
Por ejemplo, 123, 231 y 312 se consideran (ciclicamente) ordenaciones iguales del conjunto
{1,2,3}. En este caso, dado X = {z1,x2,...,z,}, los érdenes lineales (distintos)
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L1 = T X9 T3 e Tn—2 Tn—1 In
Lo = T T3 T4 ... Tp—i Tn, T
L3 = T3 T4 T5 ce Tn I €T
Lp1 = ZTp-1 ZTp 1 ... Tp—a Tp—3 Tp—2
Ly, = T 1 T2 ... ITp-3 ITp-2 Ip-1
son considerados, por definicién, como el mismo orden ciclico C' = (z1,x2, ..., xp).

En el caso general, tenemos.

\ METODO GENERAL I \

Elegimos una persona y la sentamos en un lugar fijo de la mesa. Quedan n — 1 personas
para sentar en los n — 1 lugares libres. Hay

(n—1)!

formas de ordenar a estas personas.

‘ METODO GENERAL II ‘

Hay n! formas de ordenar n personas. Como consideramos a las n posibles rotaciones
ciclicas de una dada sentada como la misma sentada, dividimos por n para no contar

repeticiones. Luego, hay
!
o (n—1)!
n

formas distintas de sentar a las n personas en circulo.

Proposicién 11.7. Hay (n — 1)! formas de ordenar ciclicamente un n-conjunto, para cada
n € N.

Demostracién. Por el PB, el problema es claramente equivalente a sentar n personas dis-
tintas alrededor de una mesa circular (sin lugares distinguidos).

Hacemos induccién en n. El paso inicial es obvio, hay 1 solo orden ciclico de 1 elemento,
queesiguala (1 -1)!=0!'=1.

Supongamos que k elementos pueden ordenarse ciclicamente de (k — 1)! formas dis-
tintas. Veamos que k£ + 1 elememtos pueden ordenarse ciclicamente de k! formas. Sean
1,2,...,k, k+1 estos elementos. Pensemos que el elemento k + 1 lo ponemos a la derecha
del elemento i y que forman una sola entidad. Ahora tenemos k elementos que pueden ser
ordenados ciclicamente de (k — 1)! formas. Y hay & elecciones distintas para el elemento
i. Luego, por PM hay k(k — 1)! = k! formas ordenes ciclicos distintos con k + 1 elementos.
Por principio de induccién, el resultado sigue. O

Ejemplo (sentar chicos y chicas). ;De cudntas formas se pueden sentar a una mesa circular
5 chicos y 3 chicas si...
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(1) ...el chico By no debe estar al lado de la chica G1?

(2) ..ninguna de las chicas son adyacentes (se sientan juntas)?

(1a) Una forma de hacerlo es sentar a todos menos la chica G;. Hay (7 — 1)! = 6! formas
de hacerlo. Quedan 7 lugares donde sentar a la chica G'1, pero como no puede estar al lado
de B no podemos sentarla ni a su izquierda ni a su derecha. Esto deja 5 lugares posibles.
Luego, por PM, hay

6!-5="720-5=3.600

formas de sentarlos de la forma pedida.

(1b) Si usamos el principio del complemento, contamos de cudntas formas se pueden
sentar B; y G juntos y lo restamos del ntimero total. Hay (8 — 1)! = 7! formas de sentar a
las 8 personas a la mesa. Pensamos a { B1, G } como una sola persona. Luego hay (7—1)! =
6! formas de sentar alas 7 “personas” y ahora teniendo en cuenta el orden entre ellos, B1 G
y G1 By, tenemos 2 - 6! = 1440. Luego, hay

7l —2-6! =5.040 — 1.440 = 3.600

formas de sentarlos. Notar que 7! — 2 - 6! = (7 — 2)6! = 56! que fue la respuesta dada en
(1a).

(2) Sentamos primero a los 5 chicos, hay (5 — 1)! = 4! formas de hacerlo. La chica G;
tiene 5 lugares. Como no pueden estar juntas, la chica G tiene 4 lugares para sentarse y
la chica G3 tiene 3 lugares. Luego, hay

41-5-4-3 =1.440
formas de sentarse de la forma pedida. 0

Ejemplo (sentar matrimonios). ;De cuantas formas se pueden sentar a una mesa n ma-
trimonios si...

(1) ..hombres y mujeres deben alternarse?

(2) ...cada mujer estd al lado de su marido? (sentada politicamente correcta).

(1) Los n hombres se pueden sentar de (n — 1)! formas. Las n mujeres se pueden sentar
en los n lugares que quedan entre los hombres. Esto puede hacerse de n! formas. Por PM,
hay

n!(n—1)!

formas de sentar n matrimonios con los hombres y mujeres alternados.

(2) Primero sentamos a las parejas. Condiderando a cada pareja como una entidad, hay
(n — 1)! formas de sentarlas. Como a cada pareja hay 2 formas de ordenarlas, tenemos

9" (n — 1)1

formas de sentar a n matrimonios con el hombre y la mujer uno al lado del otro. 0
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Nota. Un problema mucho mas dificil es el conocido como problema “des menages”. Se
quiere determinar de cudntas formas se pueden sentar n matrimonios de manera que los
hombres y las mujeres alternan y ningtin hombre esté al lado de su mujer. Este problema
fue planteado por el matemaético francés Francis Lucas (1842-1891).

Como aplicacién sencilla, veamos “ordenar con repeticiones”, algo que estudiaremos
en breve en mas detalle.

Ejemplo (ordenar con repeticiones). Nos preguntamos ahora como ordenar “conjuntos”
donde hay elementos repetidos. Por ejemplo, ;Cudntas palabras se pueden formar con las
letras de la palabra BANANA"?

La clave estd en distinguir a las letras repetidas, por ejemplo con colores o con sub-
indices, para poder contarlas y luego “indistinguirlas” para no contar repeticiones. Asi,
tenemos A;, Az, A3, B, N1, No. Hay 6! posibles palabras con estas letras. Ahora debemos
volver a indistinguir las letras, ya que por ejemplo, las secuencias

BA1N1A2N2A3 y BA1N2A2N1A3

representan la misma palabra cuando consideremos como iguales a N1 = N>. Como hay
2! reordenaciones de las N’s y 3! reordenaciones de las A’s, y todas estas dan la misma
palabra cuando use las letras B, A, N. Luego, podemos formar

6! 6-5-4
—_— et . 4 . frd
312! 2 g 3=100
posibles palabras distintas con las letras de BANANA. 0

Después que aprendamos a “elegir”, veremos otra forma de resolver el ejemplo anterior
y el resultado general sobre como ordenar con repeticiones (ver §11.6).

11.3. Accion basica: Elegir

Ya estudiamos la accién combinatoria de ordenar elementos de un conjunto. Ahora es-
tudiemos la acciones de elegir elementos de un conjunto. Comencemos con un ntmero
pequeno.

Pregunta. ;De cuantas formas se pueden elegir 2 objetos de un total de 4? En otras pala-
bras, dado el conjunto I, = {1,2, 3,4}, ;cudntos 2-subconjuntos tiene?

Respuesta. Veamos 3 formas distintas de responder esta pregunta.

(1) Listamos directamente todos los 2-subconjuntos {a, b}

{12} {23} {34
1,3} {24}
{1,4}

"

* z . .
notar que podriamos haber usado cualquier fruta que solo contenga la vocal “a” 3 veces, como por ejem-

plo ANANA, MANZANA, NARANJA, GRANADA O PAPAYA.
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Una forma de estar seguros de que no olvidamos ningtin par es pensar que los ordena-
mos como en un diccionario, esto es siguiendo el orden lexicografico (en la primer colum-
na los que empiezan con 1 y dentro de esa columna ordenados de menor a mayor, en la
segunda columna los que empiezan con 2 y dentro de esta ordenados de menor a mayor,
etc.)

(2) Tomando todos los posibles pares ordenados (a, b)

12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43

Hay 4 - 3 = 12. Como los pares (a,b) y (b, a) ambos representan al conjunto {a, b} (si nos
olvidamos del orden). Tenemos que el niimero de 2-subconjuntos es £ = 6.

(3) Ahora tomamos todas las 4! = 24 ordenaciones de I

1234 | 1324 | 1423
1243 | 1342 | 1432
2134 | 3124 | 4123
2143 | 3142 | 4132
2314 | 2413 | 3412
2341 | 2431 | 3421
3214 | 4213 | 4312
3241 | 4231 | 4321

Considero los 2 primeros elementos ab de cada lista abcd. Si nos fijamos aparecen abcd
y abdc. Ambas listas de 4 elementos me dardn la misma lista de 2 elementos ab cuando
descartemos los dos tltimos posiciones. Luego, tenemos 45! = 12 pares ordenados. Ahora
estamos en el caso anterior. Como siempre estan ab y ba, dividimos por 2 y obtenemos los

seis 2-subconjuntos listados en (1).

Los métodos (2) y (3) parecen un poco absurdos, porque contamos repeticiones de més
y luego dividimos para no contarlas... Sin embargo, en el caso general esto resultard mas
facil, y de hecho es la forma adecuada de probarlo.

Definicién. Definimos el ntimero (}) como la cantidad de subconjuntos de k elementos

que tiene un conjunto de n elementos (o equivalentemente la cantidad de formas de elegir
k elementos de un conjunto de n elementos). O sea,

<Z> =#{ACX:|A|=k,|X|=n}=#{AC L, :|n| =k} (11.2)

Por definicién tenemos 0 < k < n. El nimero (}}) se llama niimero combinatorio n en k y se

lee simplemente “n en k”.Si k < 0 0 k > n definimos (}) = 0.
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Tratemos de adivinar una férmula para (), usando los argumentos vistos en el ejemplo.

‘ MEtoDpO GENERAL I ‘

Sea X un n-conjunto y {x1, z, ...,z } un k-subconjunto de X. Hay n formas de elegir
el elemento x1, n — 1 formas de elegir el elemento 3, n — 2 formas de elegir el elemento
x3, etcétera, y finalmente n — (k — 1) = n — k + 1 formas de elegir el elemento zy,. Por el
PM hay

nn—1)n-2)---(n—k)(n—k+1)
formas de elegir k elementos de X. Sin embargo, las k! reordenaciones posibles de estos
elementos representan el mismo conjunto. Luego, el ntimero buscado es

<Z> _n(n-1)- k'(n — k1)

‘ METODO GENERAL II ‘

La idea es hacer listas con los n elementos, dividirla en 2 bloques, el primero con k
elementos y el segundo con n — k elementos, y finalmente descartar los elementos del
segundo bloque. Hay n! formas de ordear los elementos de I,,. Dada una lista cualquiera

aja...ag ’ Ak+1 -.-0n

k n—k

y fijados los primeros & elementos de la lista, hay (n — k)! reordenaciones de los elementos

del segundo bloque. Luego, hay
n!

(n—k)!
listas ordenadas de k elementos (después de tirar los elementos del segundo bloque). Las
k! ordenaciones distintas de a; ... a; dan lugar al mismo conjunto; por lo tanto, hay

n _(nﬁi!k)y_ n!
k) K kl(n—k)

formas de elegir k£ elementos de I,,.

Asi, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 11.8. Dado n € Ny, para todo 0 < k < n se tiene

(Z) ool a(n—1) - (n—k+1)

~ K(n—k)! el

Demostracién. Los métodos I y II vistos més arriba dan pruebas combinatorias de que

() = w y (7)) = ﬁlk),, respectivamente. O

Podemos chequear algebraicamente la igualdad
n! ~nmn—=1)---(n—(k=1)(n—k)! nn-1)---(n—k+1)

kl(n — k) kEl(n —k)! k!

320



11.4 Combinaciones, permutaciones y arreglos R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

11.4. Combinaciones, permutaciones y arreglos

Definiciones. Sean k,n € N,con 0 < k < n.

Una combinacion de k en n es una seleccién de k elementos de un conjunto de n. Deno-
tamos por
Cl.n = #{combinaciones de k en n}

Aqui no importa el orden.

Un arreglo de k en n es una seleccién ordenada de k elementos de un conjunto de n.
Denotamos por
Ay, = #{arreglos de k en n}

Aqui si importa el orden. También se lo sabe llamar una k-permutacién de n
Una permutacion de n es un arreglo de n en n. Denotamos por

P, = #{permutaciones de n}
Notar que:
una combinacién de k en n es el nimero de k-subconjuntos de un n-conjunto;

a una permutacién de n se la puede pensar como una biyeccién de I,, en I,,.

Ejemplo. Sean = 5y k = 3. Las combinaciones de 3 en 5 de I5 son

{17273}7 {1?274}’ {]"2’5}7 {]‘7374}? {173?5}’
{145}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,455},

5
cue0- ()

Por otra parte, una combinacién como {1, 3,5} da lugar a varios 3-arreglos distintos

luego

(1,3,5), (1,5,3), (3,1,5), (3,5,1), (5,1,3), (5,3,1).

Luego
5 ) 5-4-3-2
Ass =3!-C35 = 3! = = =60
30 50 <3) (5—3)! 2
Finalmente, es claro que las permutaciones de 5 son 5!. 0

Permutaciones ciclicas. A veces nos puede interesar ordenar objetos circularmente, no
en fila, son los llamados arreglos circulares. Si tenemos n objetos y elegimos k de ellos y
los arreglamos alrededor de un circulo, decimos que tenemos un arreglo circular de k en n
o un k-arreglo circular de n. Al namero total de tales arreglos lo denotamos por Q. ,,. Un
n-arreglo circular de n es llamado una permutacion circular de n. Por lo visto en el ejemplo
la Seccién §11.2.2, sabemos que el nimero de permutaciones ciclicas de n elementos, que

denotaremos por ), es
n!

Qn=—=(Mm-1)

n
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El mismo argumento muestra que para cada k < n, el nimero de k-arreglos circulares de

nes
Agn n!

Q== " k(n—k)!

Notar que @, , = @, como debe ser.
Por ejemplo, sik =3y n =4, hay Q34 = 4§! = 8 arreglos circulares de 3 en 4. En I, son

2 2 3 3

1 1 1 2
3 4 4 4
3 4 4 4

1 1 1 2
2 2 3 3

que podemos representar asi

(recorriendo el circulo en sentido antihorario).

Resumen. Resumiendo los resultados del capitulo hasta aqui, tenemos la siguiente tabla

Cuadro 11.1: Combinaciones, permutaciones y arreglos

notacién variaciones namero
arreglos Agn k!Cy.n, K} = (n’_‘i'k),
combinaciones Con A:'n (2) = mosmm
permutaciones P, Apn n!
arreglos circulares Qrin %Akm k(nnilk)'
permutaciones ciclicas Qn Qnn = %Pn (n—1)!

Notar que un k-arreglo de n se obtiene de elegir un k-subconjunto y ordenar sus ele-
mentos. Reciprocamente, una k-combinacién de n se obtiene a partir de un k-arreglo con-
siderando como iguales todas las reordenaciones de sus elementos.
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11.5. Aplicaciones

Muchos problemas generales de conteo se pueden resolver combinando las técnicas
aprendidas hasta ahora. Esto es, usando los principios PA, PM, PC, P1 y PB, y el hecho de
que sabemos de cudntas formas se pueden elegir y ordenar determinados conjuntos.

11.5.1. Ejemplos variopintos

Veamos algunos ejemplos, combinando el uso de “elegir” y “ordenar” (equipos de fat-
bol, comités, sentadas en mesas, manos de péker).

Ejemplo: domindés En el dominé hay fichas con 2 ntimeros del 0 al 7. ;Cuéntas fichas
de dominé hay? Por supuesto que podemos contarlas una por una, no son tantas. Pero
hagamoslo de forma maés elegante.

(1) Una forma es ordenarlos asi,

(0,0)
(1,0) (1,1)
(2,0) (2,1) (2,2)
(3,0) (3,1) (3,2) (3,3)
(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4)
(5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
(6,0) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
donde el par (z,y) con 0 < = < y < 6 representa un dominé. Por ejemplo, (3,5) = &I,

Luego, hay
7
14243+ +7="18=28

(2) Una forma mas facil todavia es contar los pares que no son “dobles” mas los que si
lo son. Como hay 7 dobles, el nimero total de fichitas de dominé es

N47="7617-9214+7=28
2 2

Ejemplo: equipos de fatbol. Hay 22 jugadores elegidos para armar una seleccién. Sa-
bemos que hay 3 arqueros, 6 defensores, 8 volantes y 5 delanteros. ;Cuédntos equipos dis-
tintos se pueden formar...

(1) ... si no imponemos restricciones?
(2) ... si debemos elegir un capitan?

(3) ... si deben tener la disposicién tactica 4-4-2? y la 4-3-3?" ; De cudntas formas distintas
se pueden “parar” en la cancha estos equipos?

* . . . .
ni falta hace mencionar que nosotros preferimos el esquema 4-3-1-2 con enganche, ese raro especimen en
vias de extincién.
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Respuestas:
(1) Hay que elegir un arquero y 10 jugadores. Luego hay

3\ /19 19-18..-11
=3 ———— =3-19-17-13-11-2=277.134.
<1> (10) 3 982 3-19-17-13 77.13

(2) A cada posible equipo lo distinguimos eligiendo un capitan. Luego, hay 3(}8) 11 =
3.048.474 equipos con capitan.
(3) Hay que elegir un arquero, 4 defensores, 4 mediocampistas y 2 delanteros. Luego,

3\ (6 /8 (5 6 8! b5
=3~ 2 —3.15-70- 10 = 31.500.
() () () ) =g =215 70103150

Ademas hay 2 formas de parar a los delanteros, y 4! de ordenar cada linea de 4, por lo que
tenemos 2(4!)? = 1.152 formas distintas de parar a cada eleccién de 11 jugadores, dando
un total de 31.500 x 1.152 = 36.288.000 posibles equipos parados de la forma 4-4-2.

Similarmente para el 4-3-3 tenemos

6\ /8 /5
=3-15-56-10=25.2
3<4> <3> (3) 3-15-56-10 5.200

41(31)% = 24 - 36 = 864

equipos y

formas de parar cada uno de estos equipos. Luego, hay 25.200 x 864 = 21.772.800 equipos
posibles con esta disposicién tactica.

Si ademads debemos elegir un capitan en cada caso, entonces debemos multiplicar por
11 los ntmeros obtenidos. jEl “loco” Bielsa sabe esto, por supuesto!

Ejemplo: comités. Queremos formas comités de entre un grupo de 7 mujeres y 6 hom-
bres. ;Cuantos comités distintos de 5 personas pueden formarse...

(1) ... sin restricciones?

(2) ... con 1 presidente y 2 secretarios?
(3) ... de 3 mujeres y 2 hombres?

(4) ... con por lo menos 3 mujeres?

(5) ... con al menos una mujer?

(6) ...si el temible Sr X debe estar si o si?

(7) ... con 2 hombres y el Sr X y la Sra X no pueden estar ambos en el comité?”

"se quieren evitar las tristemente célebres acaloradas discusiones entre los X’s...
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Respuestas:
(1) Elegimos 5 personas de un total de 13, luego hay

=13-11-9=1.287

13\ 13! 13-12-11-10-9
5)  5I8I 5-4-3-2

(2) Primero elegimos el presidente. De los 12 que quedan, elegimos 2 secretarios y, de
los 10 que quedan, 2 personas cualquiera para completar. Luego, hay

13\ /12 /10 12-11 10-9
— . L 2 —=13.11-9-6-5=38.61
<1><2)<2> 13 5 5 3 9-6-5=38.610

comités de la forma pedida. Notar que hay méas comités que el total posible calculado en
(1). Esto esta bien, pues hemos distinguido los roles, al igual que con los capitanes en el
elejmplo de los equipos de fatbol.

7N/6\ 7-6-5 6-5
= = =7.5%.3=525

(4) Sumamos los comités con exactamente 3, 4 y 5 mujeres respectivamente. Luego, hay

(VO (V) () =75 55705473270

(5) Al menos una mujer, significa que haya 1, 2, 3, 4 6 5 mujeres. Por el PC, conviene
contar el nimero de comités sin mujeres y restarlos del total. Luego, hay

(- () -oreee

(6) Como el Sr X debe estar, solo hay que elegir los 4 que faltan:

12\ 12-11-10-9
= T 1195 =495
(4) 4.3.2

(3) Es calro que hay

(7) Veamos 2 formas distintas:
(i) Usamos el PA. Contamos los 3 casos favorables por separado y luego sumamos:
(a) E1Sr X estd y la Sra X no: (5) (3) =20 - 5 = 100.
(b) La Sra X estd y el Sr X no: (3) (5) = 15 - 10 = 150.
(c) Ninguno estd: () (5) = 20 - 10 = 200.
Hay en total hay 175 + 315 4 200 = 450 comités sin los controvertidos X’s.
(ii) Ahora usamos el PC. Todos los comités de 3 mujeres y 2 hombres son (}) () = 525.

El ntimero de comités en que el Sr y Sra X estan es: (g) (?) = 15 -5 = 75. Luego, hay
525 — 75 = 450 comités apacibles.
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Ejemplo: Bits. Pensemos en cadenas binarias de longitud n, es decir
aiaz - - - anp, a; €{0,1}, i=1,...,n

(si n = 8 se llaman bits y 8 bits forman un byte, i.e. n = 64). Nosotros llamaremos bits a
cualquier n-cadena, por simplicidad.

Queremos contar bits bajo algunas condiciones. En general los ntimeros son autoexpli-
cativos, por lo que haremos algtin breve comentario sélo cuando sea necesario.

# de bits sin restricciones = 2".

# de bits con k posiciones prefijadas = 2" *.

# de bits con exactamente k ceros = (}).

# de bits con a lo sumo k ceros = () + (1) +--- + (3)-

# de bits con por lo menos k ceros = () + (1) + -+ (1)

n

# de bits con igual ndmero de 0's que 1's = (”/ 2 wHnes bl
0 sin es impar.

# de bits capictas = 2["/21.

Primero digamos que un bit es capicﬁa si escrito en orden inverso se obtiene el mis-
mo bit; es decir, si
ap = Gp—k, ]-Sk:Sn

Si n = 2m, entonces basta considerar las primeras (o tltimas) m posiciones (pues

las otras m estan determinadas) Luego hay 2" capictias. Si n = 2m + 1, la posicion
del medio, la m + 1, no se “refleja”, y por lo tanto hay 2 - 2™ = 2m+1,

Para escribir ambos casos con una sola férmula, usamos la funcién techo™, donde
siz € R, [z] es igual al menor entero mayor o igual que z. Controlemos, si n = 2m

entonces [2] =mysin =2m+ 1entonces [2] = [m+ 3] =m+ 1.

# de bits con un ntimero par de 0’s = 2"~1.

> ()

j par

El ntiimero buscado es sin dudas

Més adelante veremos que este nimero es 2"~ ! (serd consecuencia del binomio de
Newton). Un argumento distinto seria que, por simetria, hay tantos bits con cantidad
par de ceros que con cantidad impar de ceros, luego el nimero buscado es la mitad
del total Z-. 0

“del inglés ‘ceiling’
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Ejemplo: manos de péker. El péker se juega con un mazo francés de 52 cartas. Hay 13
valores 2,3,...,10,],Q,K, Ay 4 palos ¢, &, U, #. En la mano de péker se dan 5 cartas por
jugador. Los distintos “juegos” que se pueden obtener son:

escalera real mayor o flor imperial (royal flush): 5 cartas de valores consecutivos empe-
zando desde el as y del mismo palo; e.g. AV, KO, QU, J©, 100.

escalera real o escalera de color (straight flush): 5 cartas de valores consecutivos y del
mismo palo que no empiezan en as; e.g. 100,90, 80, 70, 60.

escalera (straight): 5 cartas de valores consecutivos sin importar el palo; e.g. 80, 7&,

6,50, 4.

color (flush): 5 cartas del mismo palo, pero que no formen escalera; e.g. Q#, 9h, 7#,

58, 2.
poker (four of a kind): 4 cartas del mismo valor; e.g. JO, J&, JO, b, 4.

full (full house): 3 cartas del mismo valor y dos cartas del mismo valor (pierna +
par); e.g. AU, AG, AB, 70, 7.

trio o pierna (three of a kind): 3 cartas del mismo valor y dos cartas de valores dis-
tintos; e.g. AD, A), AB, 70, 5.

par doble (two pairs o pocket): 1 par de cartas del mismo valor y otro par de cartas
del mismo valor, pero distinto al primero (2 pares que no formen poker); e.g. KO,

KO, I, JO, 8.
par: 2 cartas de igual valor; e.g. 104, 100, QQ, 7, 3 4.
Como no importa el orden, la cantidad de manos posibles es

52-51-50-49-48
52
(%) = 3 = 2.598.960

Analicemos pues, cuantos juegos de cada tipo puede haber. Notar que los distintos jue-
gos son excluyentes entre si.

Escalera real mayor: Debe ser A, K,Q,J,10 del mismo palo, luego sélo hay 4.

Escalera real (no mayor): la escalera puede empezar en cualquiera de estos valores
K,QJ,10,...5 (Asirve de as o de 1) y hay 4 palos, luego hay 9() = 36.

Poker: son 4 cartas del mismo valor, y 13 valores posibles, luego hay 13 - 48 = 624.

Full: son 3 cartas de un valor y 2 de otro, luego hay
13(3)12(3) =13-4-12-6 = 13-48 -6 = 3.744

Hay 6 veces “fulles” que “pokers”.
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Color: son 5 cartas del mismo palo y, ojo, restamos las escaleras reales. Luego, hay

4("?) —4-10 =4(13-11-9 — 10) = 5.108

Escalera: 5 valores de cartas consecutivos, que no sean escalera real.

10-4° — 410 = 40(4* — 1) = 40 - 255 = 10.200

Pierna: 3 cartas del mismo valor, aaabc, luego hay

13(3) (7)4> =13 -11-6 - 43 = 54.912
Esto también es 13 - 48 - 88, o sea 88 veces mas piernas que pokers y casi 15 veces
mas piernas que fulles.

También podemos contar de esta forma.
13(3) (%) —13-48 -6 = 13-48(94 — 6) = 13- 48 - 88

Hay 13 - 4 formas de elegir un valor, digamos «, y los palos. De las 49 cartas que
quedan no puedo elegir la a del palo que falta, por lo que en realidad me quedan
48 cartas. De éstas elijo 2 cualquiera, y restos los casos en que elegi dos del mismo
valor, que en total me da una pierna.

Par doble: 2 cartas de igual valor y 2 cartas de igual valor distinto del anterior, luego
hay
(B)(H?*(11-4) = 1367 - 44 = 123.552

(elegimos los dos valores de los pares y luego la carta distinta).
Par: 2 cartas del mismo rango, hay
13(3) ()4 =13-12-11- 10 - 4° = 1.098.240

Esto también es 13 - 48 - 88 - 20 es decir, 88 - 20 = 1760 veces mas que los pokers, un
poco mas de 293 veces que los fulles y 20 veces mas que las piernas.

La suma de todos estos da 1.296.416 casos. Si los restamos del total de manos vemos que
hay 1.302.544 manos en que no obtenemos ningtn juego (por PC), que son aproximada-
mente la mitad.

Ejemplo: 2 y 3 mesas. ;De cuantas formas se pueden sentar 6 personas en 2 mesas si de-
be haber al menos una persona por mesa? ; De cudntas formas se pueden sentar 6 personas
en 3 mesas si debe haber al menos una persona por mesa?

para 2 mesas, hay 3 casos: que en la primer mesa haya 5, 4 6 3 personas y que en la
segunda haya 1, 2 6 3 personas, respectivamente.

(i) 541, (i1) 442, (i13) 3+ 3.
Usando lo que ya sabemos sobre como sentar a una mesa tenemos.

Caso (i):
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Por PM hay
Caso (ii):
Por PM hay
(§)31l =156 =90
Caso (iii):
[ ] [ J
® O
[ ] °
Por PM hay

102120 =5-4-2 =40

Notar que aqui tenemos que dividir por 2, ya que como las 2 mesas son de la mis-
ma cantidad de personas (3 y 3), la sentada a, b, c en la primera mesa y d, e, f en la
segunda es considerada igual que la sentada d, e, f en la primera mesa y a, b,cen la
segunda.

Finalmente, por PA, hay
144 +90 440 = 274

formas de sentar 6 personas en 2 mesas con al menos una persona por mesa.
o para 3 mesas, hay 3 casos

(i) 44+141, (i) 3+2+1, (i) 2+2+2.

Caso (i):
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Por PM hay
$(8) (3)3100! = 90
Caso (ii):
(]
o o 0
[ ]
Por PM hay
$) ()21t =120
Caso (iii):
[ ] Q L] [ ] Q [ ] [ ] Q [ ]
Por PM hay

L) () =15

Nuevamente, hemos tenido en cuenta las repeticiones. Por lo tanto, tuvimos que
dividir por 2 en el primer caso porque hay dos mesas con 1 persona; y por 3! en el
altimo caso, pues hay 3 mesas de 2 personas.

Finalmente, por PA, hay
90 + 120 + 15 = 225

formas de sentar a 6 personas en 3 mesas con al menos una persona por mesa.

Pregunta. ;De cudntas formas se pueden sentar n personas en k mesas si debe haber al
menos una persona por mesa?

11.5.2. Caminos mas cortos.

(Cuéntos caminos més cortos hay de X a Y, donde X es el borde inferior izquierdo e
Y el borde superior derecho de una grilla 5 x 3? (pensar por ejemplo en un mapa urbano
de 5 x 3 manzanas o 6 x 4 calles).

e

Sea
K = { caminos mds cortosde X a Y }
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Cada camino en K consiste de 8 segmentos unidad contiguos, 5 horizontales y 3 verticales.
Si denotamos por 0 a los segmentos horizontales y por 1 a los segmentos verticales, cada
camino en K puede representarse de forma tnica por una 8-upla con cinco 0’s y tres 1’s.
Sea B el conjunto de 8-uplas binarias con cinco 0’s y tres 1’s, es decir

B ={(b1,by,....bs) € {0,1}% : b; =1,1<j <35 b, =0,1<k <5}

Luego, hay una biyeccién entre K y B.

Por ejemplo, el camino dibujado arriba se corresponde de forma tinica con la 8-upla
(1,0,0,1,0,0,1,0). Reciprocamente, la 8-upla (0,1,0,0,1,0,0,1) representa (s6lo) el ca-
mino

Por el PB, tenemos

8 8!
#K—#B—<3>—3!5!—8~7—56

En general, supongamos que tenemos una grilla de m x n cuadros (o sea, (m+1) x (n+1)
lineas).

Y = (m,n)

X = (0,0)

Sea
K(m,n) = { caminos mas cortos de (0,0) a (m,n) }

Identificamos a los caminos de K (m, n) con las (m+ n)-uplas binarias con exactamente m
ceros (representando los segmentos horizontales) y exactamente n unos (representando
los segmentos verticales). Luego, tenemos que

Ky = #K (m,n) = <m i ”) - (m N ”> (11.3)

m n

O sea,
(m+n)!  (m+4+n)---(m+1)
Ko = — 57 = !

A partir de esta expresién, podemos obtener algunos resultados sencillos:

331



11.5 Aplicaciones R. Podestd — P. Tirao, 22/06/2015

Km,n = RNnm-
Kmo= () =1
Km,l = (mf_l) =m+ 1.

Ko = (m;'2) =1(m+2)(m+1).

)

Mas interesantes son

Kmm:

)

<2m> 2m(2m —1)---(m+2)(m+1)
m(m—1)---2-1

3m> _3m@Bm—1)---(2m+2)(2m + 1)
m(m—1)---2-1

m

KQm,m = < m

Esta tltima puede generalizarse para cualquier k£ > 1,

(km)lm! m(m—1)---2-1

K = ((’“ . ”m) (k4 D) ((k+ D) (km +2) (km + 1)

Este ejemplo satisface las 3 b’s: bueno, bonito y barato!

11.5.3. Apareos

Sea X un conjunto con 2n elementos. Un apareo de X es una particién de X en 2-
subconjuntos (conjuntos de pares). Una situacién donde se dan los apareos es en los tor-
neos de tenis o en las fases finales de campeonatos mundiales de fatbol, basquet, rugby,
voley, hockey, etcétera. Hay 16 finalistas (octavos de final) y deben aparearse para jugar
partidos elimatorios. Luego, los 8 que quedan (ganadores) vuelven a aparearse (cuartos
de final), etcétera.

Por ejemplo, en el mundial de fatbol de Sudéfrica en 2010, los 8 equipos que llegaron
a cuartos de final son: Alemania, Argentina, Brasil, Espafia, Ghana, Holanda, Paraguay y
Uruguay. Los cruces se dieron de la siguiente forma

Hol vs Bra Uru vs Gha
Arg vs Ale Par vs Esp

Podemos pensar entonces en el conjunto
F = {Ale, Arg, Bra, Esp, Gha, Hol, Par, Uru}

y en el apareo {{Hol, Bra}, {Uru, Gha}, {Arg, Ale}, {Par, Esp} }.

Queremos encontrar el ntiimero total de posibles apareos para un 2n-conjunto X con
n > 1. Damos a continuacion 3 formas de obtener este niimero.

(1) Sea z; un elemento cualquiera de X. Hay 2n — 1 formas de elegir un comparfiero z
para x;. Ahora elegimos un elemento z2 de X distinto de x1, . Hay 2n — 3 formas de

elegir un comparfero x4, para x;. Iterando este proceso, vemos que habiendo elegido
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los pares {1, 7},...,{zx, x,}, hay 2n — (2k — 1) formas de elegir un compafiero z7,,
para un elemento ;1 € X \ {z1,2],..., 2, 2} }. Por PM hay
2n—1)2n—3)---5-3-1=(2n— 1) (11.4)

apareos posibles.

(2) Hacemos una lista con los n pares. Vemos que hay ( ') formas de elegir el primer par,

(*"?) formas de elegir el segundo par, (>, *) formas de elegir el tercer par, etc. Como
el orden de los pares no nos interesa, el ntimero total de apareos es

) (G)EG) (11.5)

n!

(3) Ordenamos los 2n elementos en una fila. Hay (2n)! formas de hacer esto. Respetando
ese orden, los agrupamos de 2 en 2 (lod 2 primeros un par, el tercero y cuarto otro par,
etc). Como el orden de los n pares no interesa dividimos por n! y como el orden de
los elementos de cada uno de los pares no nos interesa, dividos por dos por cada par.
Luego, el namero de apareos es

(2n)!
27 )

(11.6)

Pareciera ser que obtuvimos 3 resultados distintos. No nos dejemos engafiar por las
apariencias y veamos que estas 3 expresiones son iguales. En primer lugar, cancelando
telescépicamente vemos que (11.5) y (11.6) son iguales:

GG 1 @) (@2e-20 (@n-4 4 2 (2n)!

n! n! 2(2n—2)! 2(2n—4)! 2(2n—6)! 2-2! 2.0  27p!

Ahora escribiendo (2n)! como el producto de los pares por el producto de los impares
tenemos

(2n)! = (2n)2n—-1)2n—2)---4-3-2
= {2n)2n—-2)2n—-4)---4-2}{(2n—-1)(2n —3)(2n —5)---5-3 -1}
= 2"[n(n—1)(n—2)--2}{(2n - 1)(2n—3)(2n—5)---5-3 -1}

de donde sale que (11.4) es igual a (11.6). Luego, hemos obtenido el siguiente resultado.

Proposicién 11.9. El niimero total de apareos de un 2n-conjunto es
n 2n—1

n)! 1 .
2%‘ _TTH = ] @n-5)=@n-1)
] 1

J impar

El simbolo n!! denota el doble factorial de n definido en (5.3).
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Ejemplo. Supongamos un torneo de fttbol con 32 equipos divididos en 8 zonas de 4
equipos cada una (como en los mundiales). Se clasifican los 2 primeros de cada zona y
luego es por elimminacién directa, es decir hay 8vos de final (16 equipos), 4tos de final
(8 equipos), semifinal y final. Hay 32 campeones posibles, y hay (322) = 16 - 31 = 496
distintas finales posibles (a priori, antes del reparto de zonas). Nos preguntamos, ;De
cudntas formas distintas se puede llegar al campedén? Distingamos algunos casos.

e Mundial Brasil 2014. Aqui las zonas ya estdn determinadas por “sorteo” previo y las llaves
y cruces predeterminadas segiin zonas y posiciones. En este caso, importa el orden en
que clasifican en las zonas (para armar las llaves) y por lo tanto hay (2(;))® = 12° posibles
formas en que pueden salir los 16 finalistas. De aqui en mas los cruces estan determinados
(por ejemplo, lero grupo A vs 2do grupo B, etc). En 8vos de final hay 8 partidos y por lo
tanto 2® formas distintas de obtener los 8 ganadores. En 4tos hay 4 partidos, por lo tanto 24
formas de obtener los 4 semifinalistas, luego 22 formas de obtener los 2 finalistas. Luego
hay
(2(3))828 24222 = 128215 = 231 3% = 14.089.640.214.528

formas distintas de llegar al campeon!

e Mundial con sorteo en los cruces. Teniendo en cuenta los cruces, y usando la férmula para
los apareos, y el nimero es

(=) I TR TR o TR
que calculando da
65215(15-13---3-1)(7-5---3-1)(3-1) = 233%(15-13-11-9-7%.5%.3%)

= 3.904.694.740.058.112.000
iCasi 4 trillones! Este niimero es 638.512.875 veces mas grande que para el mundial sin
sorteo.

e Copa Famaf. Aqui hay 32 equipos y las zonas y los cruces se sortean” . Notar que el
nimero de formas de tener 8 zonas de 4 equipos es

() ) G ) () () C) () = s - o - aor - e it it - v = s

024

Este niimero es mayor que 2,39 x 10°*, o sea mas de 2 cuatrillones!!

A partir de aqui sigue como en el caso anterior y tenemos un total de

2!
%-231-38-(15-13.11.9.72.52-33) > 2,15 x 10%6
(mas de 2 mil septillones...!"?). O

" aunque siempre gana el equipo de los matematicos, por su gran despliegue y su ftitbol exquisito.
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11.5.4. Elegir distinguiendo (equipos con lideres)

Lo que sigue es una aplicacion del método “elegir y ordenar”. Se trata de elegir conjun-
tos distinguidos, es decir, nos preguntamos ;de cudntas formas se pueden elegir k objetos
de un total de n y luego, de entre estos, distinguir de alguna manera una cantidad m de
ellos? Una forma practica de pensar este problema es con equipos o comités.

Proposicién 11.10. Para toda tripla de enteros n, k, ¢ se tiene

()00 = () G=) )

Demostracion combinatoria. Podemos suponer que 0 < ¢ < k < n, de otra forma el resul-
tado vale trivialmente. Contaremos un mismo nimero de dos formas distintas. Primero,
notemos que podemos interpretar al nimero () (¥) como el ntimero de formas de elegir
un comité de k personas de un total de n y luego elegir ¢ lideres de entre éstas. Proce-
diendo en el orden inverso, podemos elegir primero a los ¢ lideres de entre las n personas
y completar el comité con k£ — ¢ personas de las n — ¢ que restan. Esto puede hacerse de
(%) (7=%) formas. Por lo tanto vale (11.7) O

Demostracion algebraica. Por un lado tenemos

(Z) <l;> - k!(nni k) e!(/cki Ol " O(n— kr)b:(k — )

y por el otro

n\(n—-0\  nl (n—20)! B n!
<€> (k: — E) T 0n=0! k=0 (n—0—(k-0)  (n—k)Wk—20)
de donde la identidad sigue. O

n n—1
() =2 ) i

que se puede interpretar como el nimero de formas de elegir un comité con 1 presidente
(o un equipo deportivo con un capitdn, como ya hemos visto antes).

En particular, si £ = 1 tenemos

11.6. Accidn basica: Ordenar con repeticiones

Volvamos al ejemplo de las bananas: jcuantas palabras se pueden formar con las letras
de BaNANA? Ahora que sabemos “elegir”, podemos resolverlo de manera mas sencilla.
Hay (g) formas de elegir los lugares para poner las A’s; y de los 3 lugares que quedan,
hay (g) formas de elegir los 2 lugares para las N’s. Por supuesto, el lugar para la B queda
determinado (a la pobre no le queda opcién). Luego, hay

6\ /3y 6 3 6
(3) <2> siant g 0 A 3=00
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Generalizando el ejemplo anterior, podemos considerar el siguiente problema mas ge-
neral. Supongamos que tenemos n objetos de m clases distintas (por ejemplo m frutas dis-
tintas, siguiendo con el ejemplo frutal) y hay r; objetos dela clase i paracada¢ =1,...,m.
Luego,

ritry e =0

Denotemos por

= los n objetos de m clases en una fila (11.9)

( n > numero de formas distintas de ordenar
12y Tm donde hay r; objetos de clase ¢

Notemos que si m = 1 entonces (") es el nimero combinatorio que ya conocemos.
Intentemos adivinar la férmula para (, " ), como hicimos previamente para (}).

T1,725--,T'm

‘ METODO GENERAL [ ‘

Hay (TT;) formas de elegir los lugares para los objetos de la clase 1. Quedan n — r;

n—ry

lugares libres. Hay ( v ) formas de elegir lugares para los objetos de la clase ry. Luego,
el namero de formas de elegir los lugares para los objetos de la clase 71 y 73 es

AT 2 n! (n—mr)! . n!
" ro ) riln—r)lrl(n—r =)l rilrl(n —ry —ro)!

”_7;13_7”2) formas de elegir lugares para los objetos de la clase r3 vy,

en general, hay ("*“*TQT;'"*”“*) formas de elegir lugares para los objetos de la clase 7.

Luego, es claro que el numero buscado es

( n > <n><n—r1><n—r1—r2> <n—r1—7'2—~'7’m—1>
T1y..-3yTm T 79 rs Tm

y cancelando factores telescépicamente como en la identidad de arriba, finalmente llega-

mos a
( n ) n!
TlyeeeyTm ril-ory!

yaque (n—ry—---rp)!=01=1.

Siguiendo asi, hay (

‘ METODO GENERAL II ‘

Hay n! formas de ordenar todos los objetos. Si tengo r; objetos a1, 2 objetos as, etcétera,
los distinguimos

1 2 1 2

1 ) 1 2 T
A, a7y ,07, A9, Aoy - -« 5 (y°, cey a a,"

s Qs+ o+ 3 QY

Para “desordenar", es decir para no contar repeticiones, dividimos por r;! para eliminar
las repeticiones que vienen de las reordenaciones de los a}, a?, ..., a}’ entre si. Luego, hay

< n ) n!
,...,"m oy
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Proposicién 11.11. Para todo n,ry,...,rm € Nconry + 1y + - - - + ry, = n se tiene

m
n B R R A n!
(7“1 rm> _H< T >_r1!---r ! (11.10)
) ’ j=1 J m

Demostraciéon. Por induccién en m. Supongamos que tenemos £ + 1 clases distintas de
objetos. Pienso que tengo objetos de 2 clases, una clase formada por las viejas clases de
tipo 1,2,...,k y otra clase formado por los objetos de tipo k£ + 1. Luego, tenemos

< n >_< n )<n—(r1+'--+rk)>
T1ye e s Tk41 T1,...,Tk Tk+1

y, por hipétesis inductiva, lo de arriba es igual a

n\(n—-ry\[/n—ri—r N—T1—Tg— =Ty 1) n!
1 ) r3 Tm Tl !

Y chau pichu. O

Notar que sim = 2y r; = k, 72 = n — k, entonces

(o) = (1)

Usando la proposicién previa, es inmediato resolver el problema de cudntas palabras
distintas se pueden formar con las letras de una palabra dada.

Ejemplo. (anagramas)
(1) BANANA. Hay 6 letras, 3 A’s, 2 N’s y una B. Luego se pueden formar

6 6!
(3,2, 1> = 31~

palabras distintas, como ya sabiamos.

(2) OTORRINOLARINGOLOGO. Hay 19 letras: 6 O’s,3R’s, 2I's, N’s, L'sy G’s,una Ty
una A. Luego, hay

19 19! 19!
= = = 1.759.911.753.600
(6,3,2,2,2,1,1) 6131212121211111 ~ 613124

posibles anagramas de otorrinolaring6logo (ignorando el acento). 0

11.7. Accion basica: Distribuir

Queremos contar ahora el ntimero de formas de distribuir r objetos en n categorias. Para
fijar ideas, serd conviene pensar por ejemplo que queremos
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distribuir r bolitas en n cajas,

bajo ciertas condiciones adicionales. Tanto las bolas como las cajas pueden ser todas igua-
les (indistinguibles) o distintas (ordenadas, coloreadas, marcadas, diferentes tamafios,
etc). En esta seccion s6lo nos ocuparemos del caso de cajas distintas. Mas adelante di-
remos algo sobre el caso de cajas iguales.

11.7.1. Bolas y cajas distintas.

Distribuir r bolas distintas en n cajas distintas. Podemos pensar en bolas numeradas
b1,b2,...,b, y cajas numeradas ci, ¢z, . . . , ¢,. Por ejemplo, si £ = 7y n = 10 tenemos

1 2 3 4 5 6 7

(a) A lo sumo una bola por caja. Supongamos que en cada caja se puede poner como
mucho 1 bola (luego r < n).

Una forma: hay n posibilidades para la primer bola (puedo colocarla en cualquiera de
las n cajas). Luego quedan n — 1 lugares para la segunda, etc. Por el principio de multipli-
cacion, resulta

nn—1)n-2)---(n—(r—-1))=nn-1)n-2)---(n—r+1)

Otra forma: elegir r cajas de las n donde poner las bolitas y luego considerar los r! 6rdenes
distintos que hay para cada eleccién de las cajas, o sea r!(”).

Luego, hay

<n>7“!:n(n—l)(n—Q)"'(”_r+1): (n—‘T)!

r

formas de distribuir las bolas de la forma buscada.

(b) Sin restricciones en las cajas. Luego, cada caja puede contener n bolas. Hay n posi-
bilidades para la primer bola, n para la segunda, etc. Por PM el ntimero de formas es

(c) Cualquier nimero de bolas por caja, pero importa el orden. La primerabola b, tiene
n posibilidades. Sea ¢ la caja elegida para la bola b;. La segunda bola b; tiene n — 1 cajas
distintas o puede ir en la caja ¢; pero a la izquierda o a la derecha de de b;. Luego hay

m—1)+2=n+1
posibilidades. Para la bola bs, si by y by estdn en cajas distintas, entonces hay

m—2)+4=n+2
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posibilidades, mientras que si b; y by estdn en la misma caja entonces hay
m—1)+3=n+2

posibilidades. En ambos casos tenemos n + 2 posibilidades para b3. En general, tenemos
n + (j — 1) posibilidades para la bola b;. Luego, por PM, hay

(n—1+nm)!

(kD) - 1) =

de distribuir las bolas de la manera deseada.

11.7.2. Bolas iguales en cajas distintas.

Ahora queremos distribuir r bolas iguales en n cajas distintas bajo ciertas condiciones.
Por ejemplo, si k = 7y n = 10 tenemos

(a) Alosumo 1bola porcaja. Estosolopuede pasarsisr < n.Hay una correspondencia
1-1 entre las formas de distribuir las bolas y de elegir r cajas para poner 1 bola en cada

una. Luego hay
n
)

(b) Sin restricciones en el niimero de bolas. Pensamos que ponemos r; bolas en la caja
1, 72 bolas en la caja 2, etc, hasta que ponemos 7, bolas en la caja n, como en la figura

formas.

caja 1 ‘ caja 2 ‘ caja 3 ‘ ‘ cajan —1 ‘ cajan
o0 :---0 o0 ---0 o0 :---0 . o0 - ---0 o0 - ---0
S—— | Y~ | Y—— SN——
T1 T2 3 Tn—1 Tn
de modo que
r+ro+- 1y =n, T1,72,...,Tp >0

Y acé viene la magia. Representamos a cada una de estas distribuciones con una lista de
0’sy 1’s. Los 0’s corresponden a las bolas y los 1’s corresponden a las n — 1 lineas verticales
que separan a las bolas de las distintas cajas. O sea, por el principio de biyeccién, el nimero
de formas de repartir r bolas en n cajas sin restricciones es igual al nimero de r + (n — 1)
uplas de 0’s y 1’s con exactamente r ceros y n — 1 unos, que es simplemente

()=
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0 sea
(r+n—-1)! (r+n—-1)---(n+1)n

rin—1)! 7!

No se puede hacer mas fAcil!

(c) Cada caja contiene por lo menos 1 bola. Luego r > n. Coloquemos 1 bola en cada
caja (hay una sola forma de hacer esto!). Ahora colocamos las  — n bolas que sobran en
las n cajas sin restricciones. Por el PM y el caso anterior, hay

()

formas de colocar r bolas en n cajas sin que haya ninguna vacia.

Como aplicacién, veamos un ejemplo interesante sobre soluciones enteras de una ecua-
cién lineal.

Ejemplo (Soluciones enteras). Si » > 0y n > 1, ;cudntas soluciones enteras tiene la
ecuacion
1+ 22+t T =71

con xi,x9,...,T, > 07

Toda solucién entera no negativa (71,72, ..., 7,) de la ecuacién de arriba corresponde a
distribuir r objetos idénticos en n cajas distintas como sigue

caja 1 caja 2 cajan
o e] + [see] + o =
T1 T2 n

Por el PB y 11.7.2(b), el ntimero deseado es
r+mn-—1
r
11.8. Funciones y conteo

11.8.1. Funciones, cardinal y principios basicos

Recordemos que una funcién f : X — Y se dice inyectiva si f(z) # f(y) para z # y...

Recordemos también que decimos que un conjunto (finito) X tiene cardinal n, conn €
Ny si existe una biyeccién entre X e I, = {1,2,...,n}. En este caso escribimos | X| = n.
También se suele usar la notaciéon #X = n. Nosotros usaremos indistintamente ambas.

Por conveniencia, si 0 < m < n, denotamos por
[mn]={keN:m<k<n}={mm+1,....n—1,n} =1, I

al intervalo de niimeros naturales entre m y n inclusive. En particular, [1, n] = I,,.

Nuestra meta es mostrar que el concepto de cardinal de un conjunto, es decir, el nimero
de elementos (si este conjunto es finito), estd bien definido. Es decir que si un conjunto
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tiene cardinal n y cardinal m entonces n = m. En otras palabras, un conjunto no puede
tener dos cardinales distintos.

Veamos un resultado que es intuitivamente claro, aunque hay que probarlo, y que ten-
dré consecuencias importantes.

Teorema 11.12. Sea m,n € N. Si n > m, no existe una funcion inyectiva del intervalo [1,n] en
el intervalo [1, m]. Es decir, si f : [1,n] — [1,m], f no es inyectiva.

Demostracién. Sea
H={neN:3meNyf:[1,n] — [1,m] talque m < ny f esinyectiva}.

Queremos ver que H = @. Supongamos que H # . Por el principio de buena ordenacién,
existe un primer elemento h € H de H. Por definicién de H, existe una funcién inyectiva

[ ] = [1,m]
conm < h.Sim = 1 entonces f no es biyectiva. Si 1 < h < m hay dos posibilidades:
f(h)=m 6 f(h)=c con c<m.
—Si f(h) = m entonces podemos restringir f al intervalo [1, h — 1] y tenemos la funcién
f:[l,h=1] = [1,m —1]

que es inyectiva. Luego, h — 1 € H. Pero esto es absurdo pues h es el primer elemento de
H.

— Ahora, si f(h) = ¢ < m, nos fabricaremos una nueva funcién inyectiva f* : [1, h] —
[1,m] con f*(h) = m y el argumento es como antes. Para ello, componemos f con la
funcién biyectiva g : [1,m] — [1, m] dada por

gle)=m, g(m)=c y g(x) =z, z#cm.

Luego, la funcién f* = go f : [1,h] — [1,m] satisface

fi(h) = g(f(h)) = g(c) =m

y [* es inyectiva, por ser composicién de funciones inyectivas. Ahora, si restringimos f*
al intervalo [1, h — 1], tenemos que f* : [1,h — 1] — [1,m — 1] continda siendo inyectiva.
Luego, h — 1 € H,y esto es absurdo pues h es el primer elemento de H.

De esta manera, H = @ y esto prueba el teorema. O

Corolario 11.13. Si m,n € Ny n # m entonces no existe una funcién biyectiva de [1,n] en
[1,m]. En otras palabras, si f : [1,n] — [1,m] es biyectiva, entonces n = m.

Demostracién. Como f es biyectiva, tanto f como f~! son inyectivas, y por el teorema

anterior, f inyectiva implica n < m y similarmente, f~! inyectiva implica m < n. Luego
n=m. O
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Este resultado asegura que el cardinal de un conjunto finito esta bien definido. Acla-
remos esto. Supongamos que tenemos que |X| = n y |X| = m. Esto quiere decir que
existen funciones biyectivas f : X — [L,n]yg : X — [1,m]. Luego, la composiciéon
h =gof:[1,n] — [1,m] es biyectiva. Por el coralario anterior, tal funcién no puede
existir si n # m. Asi, n = m. Es decir, el nimero de elementos de un conjunto finito es un
numero bien determinado.

Corolario 11.14. Sea f : [1,n] — [1,n]. Entonces f es inyectiva si y sélo si f es sobreyectiva.
Demostracién. FALTA.. O

Ahora estamos en condiciones de probar los principios de adicién y multiplicacion del
Capitulo 11.

Teorema 11.15 (principio de adicién). Si Ay, As, ..., A, son conjuntos disjuntos 2 a 2, o sea
AiNA; = paratodol <i,j < nconi# j, entonces

|AfUAaU---UA,| = A1 + A2+ - + A,
Demostracién. Veamos que si A y B son conjuntos finitos disjuntos entonces
|AU B| = |A| + |B|.

Supongamos que |A| = ny |B| = m. Luego, existen funciones biyectivas f : [1,n] = Ay
g : [1,m] — B. Basta ver que existe una funcién biyectiva  : [1,n +m] — A U B. Notar
que [1,n+m] = [1,n]U[n+1,n+m] y quelafunciéon k : [n+1,n+m] — [1, m] definida
por k(z) = z — n es claramente biyectiva, con inversa k~!(z) = z + n. Luego, la funcién
h:[1,n]U[n+1,n+m] - AU B definida por

B f(z) siz € [1,n]
h(z) { g(k(2)) siz € [n+1,n+m]

es biyectiva por construccion, pues A y B son disjuntos.
El caso general sale por induccién y los dejamos como ejercicio. O

Teorema 11.16 (principio de multiplicacién). Si Ay, As, ..., A, son conjuntos entonces
|A1 XAQ Xoewe XAn| = ’A1| . ‘A2||An|

Demostracién. Veremos que |A x B| = |A| x |B|. Si |A| = ny |B| = m, existen funciones
biyectivas f : [1,n] — Ay g: [1,m] — B. Luego, podemos escribir A = {a1,a2,...,a,}y
B = {b1,b,...,by} donde a; = f(i) paral < i <nyb; =g(j) paral < j < m. Tenemos
que

AxB=(Ax{b})UAx{b})U---U(Ax {bn})

y la unién es disjunta. Para cada j, se tiene A x {b;} = {(a1, b;), (a2, b;),..., (an,bj)} y por
lo tanto |A x {b;}| = |A| = n. Por el principio de adicién,

[A X Bl = [Ax {bi}[ + [A X {ba}[ + -+ + [Ax{bp}| = m-n = |A] - |B].

El caso general sale por induccién y lo dejamos como ejercicio. O
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11.8.2. El principio del palomar

El Corolario 11.14 suele llamarse principio de los casilleros o principio del palomar (por
“pigeonhole principle” en inglés) o también principio de la cajonera de Dirichlet.

Parafraseando el enunciado de dicho resultado, tenemos

PRINCIPIO DEL PALOMAR. Si n objetos son distribuidos en m casillas y n > m entonces hay al
menos una casilla que contiene al menos 2 objetos.

Ejemplo.

(1) algo

(2) Enun teatro o cine con 400 localidades hay por lo menos 2 personas que cumplen afios
el mismo dia.

(3) algo
(4) algo O

Ejemplo. En todo conjunto de n personas, con n > 2, hay (por lo menos) 2 personas con
el mismo ndmero de amigos.

Sea X = {z1,...,2,} un conjunto de n-personas. Suponemos que si x; es amiga de x;
entonces x; es amiga de x;, para toda 1 < 4, j, < n (en particular, si i = j, toda persona es
amiga de si misma) y lo denotamos por z; ~ x;. sea f la funcién que cuenta el nimero de
amigos de cada persona en X, es decir

f:X—=A{12,...,n}

definida por
flz) =#{j € I, : xj ~ x;}.

Si alguien tiene n amigos, entonces es amigo de todas las personas de X. Luego, no pue-
de haber una persona con un tnico amigo (el mismo!). De esta manera, 1 y n no pueden
estar ambas en Im( f). Luego,

| Im f| <n y | X|=n.

Por el PP, existen z;, z; € X con i # j, tales que f(z;) = f(x;). Es decir, hay 2 personas en
X con el mismo ntimero de amigos (2 < f(z;) <n —1). O

Una versién més general de este principio es el siguiente.

Proposicién 11.17 (Principio del palomar generalizado). Sean k,n € N. Si al menos kn + 1
objetos son distribuidos en n casilleros, entonces al menos uno de los casilleros debe contener al
menos k + 1 objetos.

Demostracién. Sitodos los casilleros tuvieran menos de k+1 objetos (o sea < n), entonces
en total habria a lo sumo kn, lo cual es absurdo pues hay kn + 1. O

Ejemplo.
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11.8.3. El principio de inclusién-exclusion

Cuando los conjuntos A y B no son disjuntos, el principio de adicién no vale. Sin em-
bargo podemos calcular igual el cardinal de A U B. Para 2 conjuntos cualesquiera Ay B
se tiene

|AUB|=|A|+ |B|—|ANB|.
Esto se llama el principio de inclusién-exclusion (para dos conjuntos).

Como una aplicacién interesante del principio de inlcusién-exclusién, veamos una for-
mula cerrada para los niimeros de Stirling de segunda clase. (ver http:/ /www.ams.org/bookstore /pspdf/st:
65-prev.pdf pagina 196)

11.8.4. Contando funciones

Sean A y B dos conjuntos finitos. Denotemos por

)
A, B) = el nimero de funciones inyectivas de A en B,
A, B) = el nimero de funciones biyectivas de A en B,
A, B)

= el nimero de funciones sobreyectivas de A en B.

Es claro que

Definimos los ntimeros

= #-F(Invfm) = #f(A, B)a

Im]m) = #]:i(A’ B)a
Im]m) = #]:b(A,B),
ImIm) = #F5<Aa B)7

I
W I
J 2

donde Ay B son conjuntos finitos de cardinal n y m respectivamente.

Calcularemos dichos nameros. Por el principio de biyeccion, basta considerar A = I, y
B = I,,,. El caso de las funciones sobreyectivas es mas delicado y lo veremos mas adelante.

Ejemplo. (1) f: {1,2} — {1,2,3},
(@) f:{1,2,3} = {1,2}
3 f:{1,2,3} —» {1,2,3}.
De estas, ;cuantas inyectivas, sobreyectivas y biyectivas hay?

Teorema 11.18. Para todo par de naturales n y m se cumple

(a) F(n,m)=m".

b) T(n,m) = { (m—n)
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©) B(n,m) = { " e
m  \k(m o
(d) S(n,m) = l;::()( DF(7) (m — k) n>m,

En particular,
Z(n,n) = B(n,n) = S(n,n) = n!

Demostracién. La expresion para las funciones sobreyectivas sale de aplicar una version
mas general del principio de inclusion-exclusion, que no veremos por ahora. O

Observacién. F(n,m) también puede ser visto como el nimero de formas de distribuir
n objetos distintos in m cajas de modo que no queden cajas vacias.

La férmula para S(n,m) vale en realidad para cualquier n y m. Como sabemos que
S(n,m) = 0sin < m, en particular tenemos la identidad

i(q)%?) (m—k)"=0 n<m.

k=0

Ademads, de S(n,n) = B(n,n) = n! obtenemos la identidad

S (1) (Z) (n— k)" =nl

k=0

i Ya nos habiamos topado antes con esta expresion! (ver (12.17) y (12.22)).

11.9. Ejercicios

“[...]1 A cada uno de los muros de cada hexigono corresponden cinco anaqueles; cada
anaquel encierra treinta y dos libros de formato uniforme; cada libro es de cuatrocien-
tas diez piginas; cada pdagina, de cuarenta renglones; cada renglon, de unas ochenta
letras de color negro. También hay letras en el dorso de cada libro; [...] todos los libros,
por diversos que sean, constan de elementos iguales: el espacio, el punto, la coma, las
veintidds letras del alfabeto. [...] No hay en la vasta Biblioteca, dos libros idénticos.
De esas premisas incontrovertibles dedujo que la Biblioteca es total y que sus anaque-
les registran todas las posibles combinaciones de los veintitantos simbolos ortogrificos
(niimero, aunque vastisimo, no infinito) o sea todo lo que es dable expresar: en todos
los idiomas. Todo [...]”, fragmento de “La Biblioteca de Babel” de Jorge Luis Borges.

Ejercicio 11.1. ;Cuantos ntimeros de cinco cifras se pueden formar utilizando los digitos
1,2,3,5,6,7y9 con la condicién de que ...
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(1) ... todas las cifras son distintas? (1v) ... el nimero obtenido sea multiplo de
4?

1) ... todas las cifras son iguales? , . .
(1) & (v) ... el nimero obtenido sea capicta?

(mm) ... el nimero obtenido sea mayor que (vi) ... el nimero obtenido sea par y capi-
32992? caa?

Ejercicio 11.2. La cantidad de digitos o cifras de un niimero se cuenta a partir del primer
digito no nulo. Por ejemplo, el niimero 0035010 tiene 5 digitos. ;Cuantos ntimero de 6
cifras pueden formarse con los digitos de 1123007

Ejercicio 11.3. Vamos a hacerles un regalo a Ricardo y a Paulo, y decidimos regalarles
dos camisetas de ftitbol a cada uno. Sabemos que Ricardo es hincha de Independiente y
detesta a Racing y Boca, y que Paulo es hincha de River y detesta a Boca. En la tienda
de camisetas nos ofrecieron 4 camisetas distintas de cada uno de los equipos grandes
de Argentina (Independiente, River y Boca), 3 de equipos de Cérdoba, otras 5 de otros
equipos de Argentina y 10 de equipos extranjeros.

(1) ¢De cuéntas formas podemos hacer que ambos estén contentos (esto es, regalarles
camisetas de sus respectivos equipos)?

(m) ¢De cuantas formas podemos hacer los regalos, donde una sea la de su respectivo
equipo y otra sea de un equipo que no le desagrade?

(mm) ;Y si queremos hacerles una broma y regalarles a cada uno dos camisetas, donde al
menos una es de un equipo que no quieren?

(tv) ¢De cuantas formas podemos hacer que solamente Ricardo se enoje?

Ejercicio 11.4. La clave alfanumérica de un banco debe contener entre 6 y 8 caracteres.
¢Cuantas claves posibles hay si debe contener al menos una letra y al menos un digito?

Ejercicio 11.5. (1) ;Cudntos caminos diferentes en R? hay entre (0,0) y (7,7) si cada
camino se construye moviéndose una unidad a la derecha o una unidad hacia arriba
en cada paso?

() ¢Cudantos caminos hay entre (2,7) y (9, 14)?

(m) Deduzca la férmula general para hallar la cantidad de caminos entre (0,0) y (n,m)
conn,m € N.

Ejercicio 11.6. En el primer piso de un edificio trabajan 30 hombres y 17 mujeres. En el
segundo piso trabajan 25 hombres y 33 mujeres. ;De cuantas maneras se puede formar
un equipo de 3 personas, 2 hombres y 1 mujer, si ...

(1) ... todas las personas del equipo deben pertenecer al mismo piso?
(m) ... debe haber al menos una persona de cada piso?

(mm) ... la mujer debe pertenecer al segundo piso?
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Ejercicio 11.7. El truco se juega con un mazo de 40 cartas y se reparten 3 cartas a cada
jugador. Obtener el 1 de espada (el macho) es muy bueno. También lo es, por distintos
motivos, obtener un 7 y un 6 del mismo palo (tener 33). ;Qué es més probable: obtener el
macho o tener 33?

Ejercicio 11.8. Mostrar que si uno arroja un dado n veces y suma todos los resultados
obtenidos hay %n formas distintas de obtener un ntimero par.

Ejercicio 11.9. (1) ;De cudntas maneras distintas pueden sentarse 6 hombres y 6 muje-
res en una mesa circular si nunca deben quedar 2 mujeres juntas?

() Idem pero con 10 hombres y 7 mujeres.

Ejercicio 11.10. ;De cudntas formas se pueden distribuir 14 libros distintos entre 2 perso-
nas de modo tal que cada persona reciba al menos 3 libros?

Ejercicio 11.11. (1) ;De cuantas formas distintas pueden ordenarse las letras de la pala-
bra MATEMATICA?

(m) Idem con las palabras ALGEBRA Y GEOMETRIA.

(m) ¢De cudntas maneras distintas pueden ordenarse las letras de la palabra MmaTEMATICA
si se pide que las consonantes y las vocales se alternen?

Ejercicio 11.12. Con 20 socios de un club se desean formar 5 listas electorales disjuntas.
Cada lista consta de un presidente, un tesorero y dos vocales. ;De cuantas formas puede
hacerse?

Ejercicio 11.13. Demostrar que:

NS A n—1 e n\ o n-1 o 2 (m\ _ n—2
(i) (k) k=n (k— 1) : (11)Zk (k) =n2""". (111)Zk (k) =n(n+1)2""".
k=0 k=0
Ejercicio 11.14. A los problemas anteriores resolverlos en forma combinatoria si lo hizo
de alguna otra manera y viceversa.
Ejercicio 11.15. (1) Probar que
in: n+k\ [(n+m+1
k) m '
k=0

(m) Probar la misma identidad de la parte (i) pero de modo combinatorio.

Zn: n\’ _(2n
k) \n)’
k=0
Ejercicio 11.16. En un grupo de 7 personas las sumas de sus edades es 332. Probar que se
pueden elegir 3 de ellas tal que la suma de sus edades sea por lo menos 143.

(mm) Probar que

347



11.9 Ejercicios R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

Ejercicio 11.17. Si se distribuyen al azar los nimeros del 1 al 10 alrededor de un circulo,
probar que existen 3 niimeros consecutivos tales que su suma es al menos 17.

Ejercicio 11.18. Se sientan 9 hombres y 7 mujeres alrededor de una mesa circular. Probar
que hay dos hombres sentados en posiciones diametralmente opuestas.

Ejercicio 11.19. Se tiene un tablero de 3 x 3 y se coloca en cada casilla1 6 -1 6 0. Probar que
en el conjunto formado por las sumas de: cada fila, de cada columna y de cada diagonal
hay dos que coinciden.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 11.20. (1) ;Cudntos ntiimeros de cinco cifras hay?
(m) ¢Cudantos nimeros pares de 5 digitos hay?
(m) ¢Cudntos nimeros de 5 digitos existen con sélo un 3?
(1v) ;Cuéantos nameros capictias de 5 digitos existen?
(v) ¢Cuédntos nameros capictias de a lo sumo 5 digitos hay?
(vi) ¢Cuéntos nimeros multiplos de 5 y de a lo sumo 5 digitos hay?

Ejercicio 11.21. De una caja que contiene 122 bolillas numeradas de 1 a 122 se extraen 5
bolillas. ;Cuéntos resultados posibles hay si ...

(1) ...las bolillas se extraen una a la vez sin reposicién?
(m) ...las bolillas se extraen todas juntas?
(mm) ...las bolillas se extraen una a la vez con reposicion?

Ejercicio 11.22. (1) Dadas dos rectas paralelas en el plano se marcan n puntos distintos
sobre una y m puntos distintos sobre la otra. ; Cuantos tridngulos se pueden formar
con vértices en esos puntos?

() ;Cuéntas diagonales tiene un poligono regular de n lados? Resolverlo de modo com-
binatorio.

Ejercicio 11.23. Dados m, k,n € N tales que m < k < n, probar que
~(n EN (n n—m e k(T
0 (n) =) G20)- e () =o
(i) 2n —o (™) L2 (iv) 3n —3(™) Len (™) 403
i) (5 ) =21{, n. W4 )=314 n ne.
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Ejercicio 11.24. A los problemas anteriores resolverlos en forma combinatoria si lo hizo
de alguna otra manera y viceversa.

Ejercicio 11.25. Probar la siguiente identidad y concluir que (i’j) es par
- 1

% (7)=a( (1)

, J 2 n

7=0

Ejercicio 11.26. ;De cudntas maneras pueden sentarse 129 personas en un teatro que tiene
152 asientos numerados?

Ejercicio 11.27. Un bolillero contiene n bolillas numeradas de 1 a n. Si primero se extrae
una bolilla y luego se lanza una moneda tantas veces como indique la bolilla: ;Cudntos
resultados posibles hay?

Ejercicio 11.28. Si uno tiene 8 CDs distintos de rock, 7 CDs distintos de musica clasica y
5 CDs distintos de cuarteto: ;Cuédntas formas hay de seleccionar ...

(1) ...3CDs?
(m) ...3CDs, uno de cada tipo?
() ... 3 CDs de modo que no haya mas de dos tipos distintos?

Ejercicio 11.29. Se extraen 3 cartas de un mazo de 40 cartas espafiolas. Calcular cuédntas
formas hay de que ocurra que ...

(1) ... salgan mas pares que impares. () ... todas sean copas.

(m) ... todas sean caballos. (1v) ... ninguna sea de copas.
Ejercicio 11.30. Se arroja una moneda 7 veces. Calcular cudntas formas hay de que ...

(1) ... salga una cantidad impar de caras. (1) ... salgan por lo menos 4 caras.

(m) ... salgan exactamente 5 caras.

Ejercicio 11.31. ;De cuéntas formas se pueden fotografiar 7 matrimonios en una hilera de
tal modo que cada hombre aparezca junto a su esposa?

Ejercicio 11.32. ;Cudantas palabras se pueden formar permutando las letras de BIBLIOTE-
CARIA Si ...

(

(m) ...laletra T estd a la derecha de la c?

—

) ... todas las vocales estdn juntas?

(m) ...laletra T estd a la derecha de la c y la c de la r?

(1v) ... las dos a estdn juntas?
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Ejercicio 11.33. Dado un conjunto A con 3n elementos, n € N, determinar la cantidad de
relaciones de equivalencia en A tales que para todo a € A, la clase de equivalencia de a
tiene n elementos.

Ejercicio 11.34. Dado un conjunto de n puntos, donde tres puntos cualesquiera no estan
alineados entre ellos, determinar de cuantas formas pueden dibujarse un tridngulo y un
segmento unido a uno de sus vértices.

Ejercicio 11.35. Se tienen 900 tarjetas, numeradas de 100 a 999. Se van sacando tarjetas de
a una, y se anota en el pizarrén la suma de los digitos del nimero de la tarjeta. ;Cuantas
tarjetas se deben sacar para garantizar que haya un ntiimero que se repita 3 veces en el
pizarrén?

Ejercicio 11.36. Se eligen 10 niimeros distintos entre 1 y 100. Probar que existen dos sub-
conjuntos disjuntos no vacios tales que las sumas de sus elementos coinciden.

Ejercicio 11.37. Se tiene un tablero de 3 x 7y se coloca en cada casilla una ficha blanca o una
negra. Probar que existen cuatro fichas del mismo color que determinan un rectdngulo.
Probar que si el tablero es de 3 x 6 no siempre existen tales 4 fichas del mismo color.
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Capitulo 12

Numeros combinatorios

12.1. Coeficientes binomiales

En esta seccién estudiamos varias propiedades de los ntimeros combinatorios y algunas
identidades interesantes. En algunos casos daremos mas de una prueba de las proposi-
ciones enunciadas, una de indole combinatoria y otra algebraica.

12.1.1. Definicién y férmulas

Recordemos de (11.2) que el nimero de formas distintas de elegir £ objetos de un total
de n, o equivalentemente el ntiimero de k-subconjuntos de un n-conjunto, se denota por
(%)- Denotaremos por Py(X) a los k-subconjuntos de P(X), es decir

Pi(X)={H C X :[H| =k} CP(X)
Luego, si | X| = n tenemos
P(X) = |J Pu(X)
k=0
Resumiendo, tenemos
n
(7) = #A € X 141 = kX = n} = #PL(5)

y hemos visto (Proposicién (11.8)) que

n\ n! Cnn-1)--(n—k+1)
(k:) T El(n—kD %l (12.1)

A este ntimero se lo llama niimero combinatorio y se lee “n en k”. Extendemos la definiciéon
del nimero combinatorio a casos extremos:

0 n
<0>—1 y <n+1>_0 n € Ny
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Sien (12.1), enlugar de simplificar el factor (n—k)!, simplificamos el factor k!, obtenemos

(n) Cnn—1) - (k+1) (ke D(k+2) (b + (n— k)

k (n—k)! - 12 (n—k)

de donde se llega a la férmula producto

n—k
(Z) —(1+kI+5H0+50+2p=]0+% (12.2)
§=0

Esta expresion es util para calcular (}) cuando n y k son muy grandes. En este caso, la

expresion con factoriales, aun usando computadoras, puede dar error.

12.1.2. Propiedades basicas
De la definicién de (}}) se siguen directamente las siguientes propiedades.
()= () =1
(1) = () =n

(3) =5
Si pensamos combinatdricamente, es decir, si pensamos en subconjuntosde X = {1,2,...,n},

el primer inciso se refiere a que hay un tnico 0-conjunto, &, y un tinico n-conjunto, X;

mientras que el segundo inciso se refiere a que hay una cantidad n tanto de 1-conjuntos

(los singuletes {1}, {2},...,{n}), como de (n—1)-conjuntos (sus complementos X \ {1} =

{2,3,...,n}, X~ {2} ={1,3,...,n},..,. X~ {n} ={1,2,...,n - 1}).

Simetria

El fenémeno de mas arriba vale en general; es decir, un conjunto de n elementos tie-
ne la misma cantidad de k-subconjuntos que de (n — k)-subconjuntos. Esto es asi pues
cada conjunto de k£ elementos determina uno de n — k elementos, su complemento; y, re-
ciprocamente, cada conjunto de n — k es el complemento de uno tinico subconjunto de &
elementos.

Lema 12.1 (Simetria). Para todo n, k se tiene

0-()

Demostracion algebraica. Tenemos

(n i k> T (- k)!(nni n—k)  (n —nli)!k! - (Z)

como se queria ver. O
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De ahora en més intentaremos dar pruebas algebraicas y/o combinatorias de los hechos
que mencionemos. Es dificil de explicar qué es una prueba combinatoria, pero digamos
rapidamente que es aquella que se basa en “argumentos combinatorios”. Estos tendran
que ver con funciones, biyecciones, conjuntos y complementos, etc. Ird quedando claro en
lo sucesivo a que nos referimos por prueba combinatoria.

Demostracion combinatoria. Sea X un conjunto de n elementos. Luego, (}) = #{H €
P(X) :|H| = k}. Consideremos la aplicacién “tomar complemento”

T Pr(X) = Proi(X), Hw— r(H)=H°

que a cada k-conjunto H le asigna el (n — k)-conjunto H¢. En efecto, por el PC se tiene
|H¢| = n — |H| = n — k. Esta aplicacién resulta una biyeccién de P(X), pues (H®)¢ = H

(es decir 77! = 7). Luego, por el PB, tenemos

() = #Pn—k(X) = #Pr(X) = (})
como se queria ver. O
Identidad de Pascal

Denotaremos por I, al conjunto de los primeros n naturales, i.e.

Ik = {1,2,...,77,} = [[l,nﬂ

Proposicion 12.2 (Identidad de Pascal). Dado n € N, para todo 0 < k < n se tiene que
n—+1 n n
(=600 () a2

Demostracion algebraica. Tenemos

n n\ n! n! ~nlk+nl(n—k+1)
<k _ 1) * (k) T D= G=0)  Bm=R  Hn—k+D)
B nl(n+1) (n+1)! B <n+1>
k(= k+D)! E((n+1D) -k Kk
y el resultado sigue. O

Demostracion combinatoria. Un subconjunto A de I, puede ser de dos tipos, o contie-
ne an + 1 o no lo contiene. Luego, tenemos la unién disjunta

P(In+1) = {Ag[n_Hn+1€A}U{BgIn+1n+1¢B}
y por lo tanto, usando que {B C I,,11 : n+ 1 ¢ B} = {B C I,,}, vale

Pellns1) ={AC Ly :n+1€ A JA| =k} U{B C I, : | B| = k}
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La aplicacién
A= AN {n+1}

es una biyeccion de {A C I,41 : n+1 € A |A| = k} sobre {B C I, : |B|] = k — 1},
con inversa B — B U {n + 1}. Finalmente, como (":1) = #Pi(In+1), por el principio de
adicién tenemos

1
<"Z> = #{AC Iy in+1€A Al =k} +#{BCL,:|B|l =k}

= #ach A== pBens=n= (" )+ (})
como se queria ver. O

Absorcion

Es inmediato chequear que, para todo £ > 1, valen ademas las siguientes identidades

n nin-—1 n—k+1 n
<k>:k<k1>: k (kl) (12.5)

(lamadas identidades de absorcién) y lo dejamos como ejercicio. Una interpretacién com-
binatoria de la primera igualdad fue vista en (11.8), como el ntimero de formas de elegir
un comité de k personas de un total de n con un presidente.

Ntmero total de subconjuntos de un conjunto

Con lo visto, es posible calcular facilmente el nimero total de subconjuntos de un con-
junto dado.

Teorema 12.3. El niimero total de subconjuntos de un n-conjunto es 2". En particular,

#P(I,) = Zn: <Z> —on (12.6)

Demostracion Sea X un n-conjunto. El nimero de subconjuntos de X estd dado por la suma

de subconjuntos de X de cardinales 0,1, 2, ..., n respectivamente, es decir
n n n
X == X =
#P(X) kZ:O#Pk( ) ,;o <k>

n
Basta ver que Y (}) = 2". Procedemos por induccién en n. Por el principio de biyeccion,
k=0

podemos supoﬁer que X = I,.
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Demostracion algebraica . Sin = 1 tenemos 3 ;_, (,lﬂ) = (é) + G) =1+1=2(elcaso

k k+1
n = 0 es trivial). Supongamos que vale ) (f) = 2% y veamos que vale (kjl) = 2k+1,

1= 1=0

Luego, usando la identidad de Pascal, tenemos

k+1 k+1 k+1
> () = O+ =0+ 0+ 65
=0 i=1 i=1
k k k
= 2 O+ (=22 ()=2-2"=2""
=0 =0 i=0
donde hicimos cambios de variables y usamos que ( k_kH) = 0. O

Demostracion combinatoria . Sin = 1, P(I;) = {&,{1}} (el caso n = 0 es trivial). Tene-

mos
Plps1) ={AC Iy i k+1€ AYU{BC 141 : k+1¢ B}

Luego, procediendo igual que en la prueba de la identidad de Pascal (Proposicion 12.2),
por los principios de adicién y biyeccién e hipétesis inductiva, tenemos que

#HP(Lyr) = #{A C i} + #{B C I} = 2#P () = 2- 2" = 2**!

y la demostracién estd completa. O

12.2. Binomio de Newton

Ya hemos visto que (a + b)? = a? + 2ab + b? y podemos calcular, sin demasiado trabajo,
algunas potencias més altas. Es facil chequear que:

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + V3,
(a+b)* = a* + 4a®b + 6ab? + 4ab® + b?,
(a+b)® = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b°.
Pregunta. ;Podemos adivinar una expresion para (a + b)° sin hacer el producto?

Respuesta. iSi! Observar la regularidad y simetria en las férmulas de arriba. De algtin
modo podemos preveer que (a + b)® deberia involucrar los términos de la forma

a®, b, a*p?, o33, oPt, ab®, B (12.7)
En efecto, tenemos que
(a+b)° = (a+b)(a+b)(a+Db)(a+b)(a+b)(a+b)

Si expandimos estos productos distribuyendo, haciendo todas las sumas y productos pro-
ductos, vemos que un término general est4d formado por cosas de la forma

akps—Fk 0<k<6
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ya que de cada factor debemos elegir un término. Es decir, un a o b del primer factor, se
multiplica con un @ o b del segundo, etcétera.

El tema es determinar los coeficientes, los niimeros que acompafian a estos monomios.
Es decir, hay que averiguar cudntas veces aparece cada término de (12.7) en el desarrollo
de (a + b)®. Por ejemplo, para obtener el término a*b?, debemos multiplicar 4 a’s y 2 b's.
Hay muchas formas de hacer esto; por ejemplo, 3 formas distintas de hacerlo son eligiendo
los términos que se indican con colores

(a+b)(a+b)(a+b)a+b)(a+b)(a+D)
(a+b)(a+b)(a+b)a+b)(a+b)(a+Dd)
(a+b)(a+b)(a+Db)(a+b)(a+b)(a+D)

Nosotros debemos contar todas las posibles formas de hacer esto. Luego, debemos elegir
4 a’s de 6 para tener el término a?b?, es decir hay (§) = 15. Procediendo de esta forma,
llegamos a la conclusién de que

(@a+0)5=a’+ (Db + (5)a*v? + (§)a®b® + (§)a?s* + (6)ab® +1°

es decir, (a + b)® = a5 + 6a°b + 15a*b? + 20a3b® + 15a%b* + 6ab® + 1°.
El argumento usado recién permite dar una férmula general para (a + b)" con n arbi-
trario.

Teorema 12.4 (Binomio de Newton). Para todo a,b € Ry para todo n € N, se tiene

n

(a+0)"=> (}dv* (12.8)

k=0

Demostracion combinatoria. Podemos dar un argumento general, combinatorio. Esté cla-
ro que
(a+b)"=(a+b)(a+b) - (a+D) (12.9)

n-veces

Un término cualquiera al expandir el producto es de la forma cicz - - - ¢, con ¢; € {a, b},
i =1,...,n. Como hay n factores de la forma (a + b) y de cada uno tenemos 2 posibles
elecciones (a 6 b), esta claro que, por el PM, hay 2" términos de esta forma. Como a y b
conmutan, los términos son todos de la forma a*v™ % con 0 < k < n. Lo que no sabemos
es cuantos de éstos hay. Sea cx(n) el ntimero de términos de la forma a*b"~*. Luego,

(a+b)" = i cr(n) akon* (12.10)
k=0

Sélo tenemos que determinar cudnto vale cx(n) para cada n y cada 0 < k < n. Pero si
pensamos bien, nos damos cuenta que c;(n) es igual al nimero de formas de elegir k
factores iguales a a, y por lo tanto n — k iguales a b, en (12.9). Es decir que cx(n) = (}),
nuestro famoso ndmero combinatorio. O
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Demostraciéon algebraica. Por induccién en n. El paso inicial es claro pues (a+b)! = a+b

y

1
Z (}C)akbn_k = ((l))aobl + G)albo =b+a
k=0

Supongamos que vale (12.8) para n y veamos que entonces vale

n+1
(a + b)n—i—l — Z (n:l)akbn—l—l—k
k=0

Como (a+ )" = (a +b)"(a+b) = (a + b)"a + (a + b)"b, tenemos

n n

(a + b)nJrl — Z (Z) akJrlbnfk + Z (Z) akanrlfk

k=0 k=0

n—1 n
_ (z)am—l + Z (Z)ak+1b(n+1)—(k+1) + (g)bn-s—l + Z (Z)akb”+1_k
k=0 k=1

= (Dt (e 3 (1) () ater
k=1
n+1

_ Z (nzl)akb(n—&-l)—k

k=0

donde hemos usado la identidad de Pascal en la dltima igualdad. Por el principio de in-
duccién, la fé6rmula del binomio vale. O

Digresion. En nuestra hipétesis a, b € R, lo tinica propiedad que hemos usado es que ay b
conmutan. Luego, el resultado vale con més generalidad, para cualquier par de elementos
a,b en un anillo (conjunto con suma y producto) tal que ab = ba. En particular, esto es
cierto por ejemplo, para a,b € Q(v/2). Pero... jexisten conjuntos en que ab # ba? iSi!

Cuando aprendan a trabajar con “matrices” en dlgebra lineal, veran que éstas, en gene-
ral, no conmutan. Veamos el caso mds simple de matrices 2 x 2. Una matriz real 2 x 2 es
un bloque formado por 4 niimeros reales

a b
(c d> a,b,c,d € R

Estas matrices se pueden sumar y multiplicar; se suman “elemento a elemento” y se mul-
tiplican de “forma cruzada” asf:

<a11 CL12> n (bll 512> _ (an +b11 a2 +512>
as1 a2 bo1 b2 a1 +ba1 a2 + b2

<CL11 a12> . <b11 b12> _ <a1lb11 + aizba1  a1iba +a12b22>
asr a2 bar  b22 az1bi1 + azzba1  ag1bia + azeboo
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Pueden chequear que la suma es asociativa y conmutativa y que la suma y producto dis-
tribuyen. Sin embargo, el producto en general no conmuta. Por ejemplo,

1 2\ (/1 2\ (1-142-0 1-2+42-(-1)\ (1 0
3 4/\0 -1 \3-144-0 3-24+4-(-1)) \3 2
mientras que

1 2\ /1 2\ ([ 1-1+2-3 1-242-4\ (7 10
0 -1)\3 4) \0-1+(-1)-3 0-24(-1)-4) \-3 —4
Pero si A y B son matrices cuadradas que conmutan, por ejemplo si una de ellas es dia-

gonal (& ?), entonces vale
n

k=0

donde por supuesto A2 = A - Ay A* se define recursivamente A¥ = AF—1. A,

Algunas sumas de ntimeros combinatorios

Tomando algunos valores particulares para a y b en el teorema se obtienen algunas otras
identidades interesantes, como veremos a continuacion.

Observacion.

(1) Sitomamos a = b = 1, el teorema dice que >_;_, (}) = (1 + 1)™ = 2", reobteniendo
asf la férmula (12.6) del Teorema 12.3.

(2) Tomando a = 1, b = —1, tenemos que la suma alternada de los niimeros combinatorios se
anula, es decir
0=(1-1"=> (="} (12.11)
k=0

Es decir,
©) = +E) =G+ D) + (D) =0
Por ejemplo,

O -D+G) () +@ () =1-5+10-10+5-1=0
©-D+E-E+D-E+E=1-6+15-20+15-6+1=0

Veamos ahora que la suma de los nimeros combinatorios (}) sobre los k pares o sobre
los k impares coinciden. En el caso en que n es impar esto es inmediato, yaque ky n — k
tienen distinta paridad y hay una cantidad par de términos (). (7),---,(,",), (). Porla
identidad de Pascal () = (,",), vy (}) v (,,”,) estdn en sumas distintas. Por ejemplo, si
n = 7 tenemos

OD+O+O+E) =1+21+35+7=064=2°
O+O+EH+()=1+21+35+7=064=2°
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Para n par el resultado igual vale, como veremos, aunque es menos intuitivo. Por ejemplo,
sin = 6 tenemos

O+ +O)+ () =1+15+154+1=32=2°
G+ O+ ) =6+20+6=32=2°

Corolario 12.5. Para todo n € N vale

n n n n o
2 ()= % ()
k=0 k=0

k par kimpar

Demostracion. Sea S, = Y. (1) ySi= > (}). Como

k par k impar
0=> (DR =%-5 'y 2"=> ()=5+S
=0 1=0
tenemos que S, = S, y 2" = 25, de donde S, = S; = 2" L. O

Corolario 12.6. Para todo xz € Ry n € N ovalen

(1+2)" = zn: (Z)ﬁ y  (1-2)" = Z(—l)k(Z)xk

k=0
Demostracién. Salen de tomar a = 1y b = £z en el binomio de Newton (12.8). a
Uno puede “jugar” un poco con estas férmulas y obtener potencias de un ntimero en

términos de combinaciones lineales enteras de potencias de otro namero. Por ejemplo,
escribamos 3" en término de potencias de 2.

n

=2+ =) ()2 (12.12)
k=0

En particular,
B =1+5-2+4(3)2°+ (5)2° +5-2" +2° =1+ 10+ 40 + 80 + 80 + 32 = 243

Similarmente, escribimos 2" en término de potencias de 3,

n

2" =(3-1)" =) (1) ()3 (12.13)

k=0
Por ejemplo,
2 = (03" - ()3 +()F - ()3 + ()3 - ()8 + (¥
= 1-6-3+15-9-20-27+15-81 —6-243 4+ 729 = 64
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También podemos obtener el niimero 1 como combinacién lineal de potencias de ente-
ros consecutivos. Para todo n > 2 tenemos

n

l=(a—(a—1))" = Z(_l)”—k (Z)ak(a _ 1)n—k

k=0

Por ejemplo, paraa = 2,
1= ()" (}) 2k (12.14)

En particular,

3
=Y YR = @)+ Q2 Q)+ (P = 1461248 =1
k=0

Dos consecuencias: Fermat y el suefio del pibe
Necesitamos el siguiente resultado bésico.
Lema 12.7. Si p es primo se tiene p | (%) paratodo 1 <i <p — 1.

Demostracion. Tenemos

p\ _plp—1)---(p—k+1)
<k>_ k(k—1)---3-2 €z

Luego, cadal < m < k del denominador divide al numerador. Como (p, m) = 1, entonces
m|(p—1)---(p—k+1),de donde

P\ _ _ =D (p—k+1)
<k>—p€ con (= Rk —1)---3.2 €EZ

como queriamos ver. O

Del binomio de Newton se obtienen dos propiedades interesantes si tomamos n = p
primo, entre ellas una prueba directa, mas sencilla, del Teorema de Fermat.

Corolario 12.8 (Consecuencias de Newton). Si a,b € Z y p es un primo entonces valen

(a) Elsuefio del pibe’:
(a+b)P =aP 4+ (méd p)

(b) El teorema de Fermat:
a’ =a (méd p)

Demostraciéon.
(a) Por el binomio de Newton, (a + b)? = a? + Zi: (Z) a*b"=F 4+ bP y, por el Lema 12.7,
tenemos que (a + b)? = aP + b (méd p) pues 01 (?)a*0"* =0 (méd p).

360



12.3 El Tridngulo de Pascal e identidades R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

2

(b) Si p = 2 entonces a*> — a = a(a — 1) es par y por lo tanto a? = a (méd 2).

Supongamos que p es un primo impar. Haremos induccién en a € N. Para el paso inicial,
sia = 1tenemos a? = 17 = 1 = 1 (mdéd p). Para el paso inductivo, supongamos que el
resultado vale para a, veamos que se cumple para a + 1. Usando el punto (1), tenemos que

(a+1)P=d’+1=a+1 (mddp)

Luego, a”? = a (méd p) para todo a € N.

Ahora, sia = 0 el resultado es trivial. Sia € Zy a < 0, entonces —a € Ny (—a)? = (—a)
(méd p). Pero, por otro lado, (—a)? = (—1)Pa? = —aP. Luego, (—a)? = —a (méd p). De
este modo probamos que a” = a (mdd p) para todo a € Z. O

Observacién. Por (a) y (b) del Corolario 12.8 tenemos
(a+bP=a+b (méd p) y (ab)? =ab (mdd p)

Concluimos que, en Z,,, la suma y el producto de niimeros que satisfacen a” = a también
satisface esa propiedad.

12.3. El Tridngulo de Pascal e identidades

12.3.1. El tridngulo de Pascal.

Con los niimeros combinatorios (”) formamos un triangulo isdsceles (infinito), con la
fila n-ésima correspondiendo a los ntimeros (3), (7). - - -, (). Para los primeros valores de
n tenemos

()
W 6
H G 6
() ()
() ()

(3)
(3)

(7)
(i)

© 6 (5)

361



12.3 El Tridngulo de Pascal e identidades R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

Notar que en las diagonales (que van de derecha a izquierda desde arriba) estan los (})
con igual k. Este tridngulo, para los primeros valores de n, queda asi

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Para ilustrar, arriba hemos marcado con colores la simetria (}/) = (,,”,) en violeta, y la
identidad de Pascal (}) + (,”,) = ("}') en azul y rojo, para algunos valores de (}).
El triangulo “dice” por ejemplo que

(a+0)" =a” + 7a5 + 21a°b* + 3540 + 35430 + 21a%b° 4 Tab® + b*
(a+b)® =a®+8a"b + 28a5b* + 56a°b® + 70a*b* + 564> + 284° 4 8ab” + .

Nota historica. Este es el llamado tridngulo de Pascal en honor al francés Blaise Pascal
(1623-1662) quién lo estudi6 en 1653. En realidad ya era conocido por el italiano Niccolo
Fontana (1500-1557), alias “Tartaglia” por su tartamudez. Menos conocido es el hecho de
que los chinos ya lo conocian. En China, éste se llama tridngulo de Yang Hui (1238-1298)
en honor a su descubridor, quien lo introdujo en 1261. Este tridngulo aparece también
publicado en el libro del matematico chino Chu-Shih-Chieh “El precioso espejo de los cuatro
elementos” de 1303. Ya se ve, nada nuevo bajo el sol... Para una historia mas completa del
tridngulo en cuestion, ver el libro de Edwards “Pascal’s Arithmetical Triangle” de 1987.
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(a) segtn Pascal

(b) segtin Yang Hui

Figura 12.1: El tridngulo de nimeros combinatorios
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La Identidad de Pascal (})+(,",) = (”;1) , define recursivamente a los nimeros combi-

k—1
natorios. Si conocemos los nimeros () para todo k, podemos calcular los ntimeros (”7:1)

para todo k. Asi, la fila siguiente en el triangulo de arriba, correspondiente an = 9, queda

19 36 84 126 84 36 9 1.

Las identidades en (12.5) también permiten obtener nuevos niimeros combinatorios a
. . . . . . ny _n n—1 _
partir de ntimeros combinatorios calculados previamente. Por ejemplo, () = % (}~;) per

n—1

mite obtener (z) a partir de ( ) multiplicando por 7 (graficamente nos movemos en el

”_Tk*l (,",) permite obtener (}) a

k—1
tridngulo en diagonal hacia abajo); mientras que (}) =
pertir de (,”,) multiplicando por “=F*! (gréficamente, nos movemos en el tridngulo por

la misma fila.

En el tridngulo, se puede chequear que la suma de los combinatorios (}) es 2", para

valores pequefios de n.

n () o
0 1=1 20
1 1+1=2 2!
2 1+2+1=4 22
3 1+3+3+1=8 23
4 1+4+6+4+1=16 24
5 1+5+10+10+5+1=32 20
6 1+6+15+20+15+6+1=64 26
7114+7+21+35+35+21+7+1=128 | 27

Observacién. Este tridngulo siempre ha atraido a mucha gente por su belleza y por la
cantidad de propiedades que encierra.

(i) Por ejemplo, los niimeros { (}) }nen con & fijo forman diagonales. Podemos encontrar
algunas sucesiones interesantes en las primeras diagonales. Para k£ = 1 tenemos los na-
meros naturales. Para k = 2 tenemos los niimeros triangulares 1,3, 6,10, 15,21 . .. definidos

por
th=142+ +n=1in(n+1)

Para k = 3, tenemos la sucesion de niimeros tetraedrales 1, 4,10, 20, 35, 56, . . . definidos por
Thn=ti+ta+ -+t =2n(n+1)2n+1)
_ (n+2
Chequear que 75, = ("37).
(ii) Por otra parte, las primeras filas del tridngulo son las potencias de 11,

1=11° 11=11', 121=11%, 1331 =113, 14641 =11*

Hemos vimos ademas que las sumas de las filas dan las potencias de 2.

(iif) También es posible obtener a partir del tridngulo de Pascal la sucesién de ntimeros
de Fibonacci f, que empieza 1,1,2,3,5,8,13,21, .. .. Si escribimos el tridngulo alineado a
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la izquierda,

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6

15 20 15 6 1
1 7 21 3 3 21 7 1

entonces sumando sobre las diagonales (que comienzan en los unos de la izquierda hacia
arriba) tenemos los nameros de Fibonacci:

1=1

1=1
1+1=2
1+2=3
1+3+1=5
1+4+3=28

1+5+6+1=13
1+6+10+4=21
I1+7+15+10+1=34

etcétera.

12.3.2. Identidades con coeficientes binomiales

Veamos a continuacién algunas identidades interesantes entre ntimeros combinatorios
que se obtienen directamente del tridngulo de Pascal o usando argumentos combinatorios
sencillos (al estilo de los vistos en la formacion de comités).

Sumas diagonales

Es claro que por simetria, la suma

(5) + () + () + () + () + (&)

es igual a esta otra suma
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Graficamente, en el tridngulo:

e O 6 6 6 60 @ ¢ 6

Ambas sumas valen 1 + 4 + 10 + 20 + 35 + 56 = 126, que es justamente el nimero
combinatorio (3).

Notar que estas sumas se pueden escribir de la siguiente forma

2

(1) =3 (7)

J

Lo visto en este ejemplo es un hecho general. Las identidades de Chu-Shih-Chieh per-
miten calcular el valor para estas sumas.

Identidad de Chu-Shih-Chieh

Teorema 12.9 (Identidad de Chu-Shih-Chieh o suma diagonal). Para todon € Ny para

todo 0 < r < n, se tiene que
<n> <n + 1)
+ prmnd
r r+1

(=) (1)
(=07

Para todo r, k € N vale
n+1

Ly J r r+1
> (5)-06)- (1)
§=0
Demostracion. Probemos la primer identidad. Sabemos que (” +1) eselnimero de (r+1)-
subconjuntos de I,,_1.Sea A C I, con |A| = r+1y sea j el mayor elemento de A. Como
A tiene r + 1 elementos, j > r+ 1. Luego j + 1,5 +2,...,n+ 1 ¢ A. Para completar la

eleccion de A, debemos tomar r elementos de {1,2,...,j — 1}. Luego,
”i -1\ z”: K\ [n+1
‘ r N r)  \r+1
j=r+1 k=r
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donde hemos hecho el cambio de variable & = j — 1.

Notar que, por simetria, la segunda identidad es equivalente a la primera. Una es la
suma diagonal de derecha a izquierda empezando en (7) y la otra es la suma diagonal de
izquierda a derecha empezando en ({). O

Ejemplo. Tenemos la suma

() +G)+G)+6)

+
—
N O
S—
+
—
(O]
S—
[
Vo
w
S—

o la suma
W+ O +E+E+O+6 =0

En el tridngulo:

;)
M 6
10 6

() 6
O 6 6 6O 60 6
© O 6 6 O 60 6@ 6 6
Es decir, si pensamos a las sumas diagonales que van de arriba hacia abajo, si sumamos
de derecha a izquierda, el resultado es el nimero inmediatamente a abajo a la derecha

del altimo sumado; por el contrario, si sumamos de izquierda a derecha, el resultado es
el nimero inmediatamente abajo a la derecha del tltimo sumado. O

(s)
@ ¢

Identidad de Vandermonde

Teorema 12.10 (Identidad de Vandermonde). Para toda terna de enteros m,n,r > 0 vale
" /n m n+m

= 12.15

> (1)) = () 1219

Demostracion algebraica. Se tiene que

(I4z)" =(1+z)"1+z)™

El coeficiente r-ésimo de (1 + )" "™ es ("1™™). Ahora,

x)" )" = mmxi n’?xj :m” (M) g
(1+2)"(1+2) (;(1) )(;(j) ) ZZ(JQ)
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Haciendo el cambio de variables k =i + j, se tiene que i < k <i+nyj =k —1,y porlo

2 (6)-

1=

(1) (1 + 2" ii()( ) f(

1=0 k=i

pues () = 0 parai > n. Luego, el coeficiente r-ésimo de (1 + )" (1 + =)™ es 3_ (7)(,",),

y por lo tanto vale (12.15). = O

Demostracion combinatoria. Elegimos r-subconjuntos de
{1,...;,n+m}={1,....,n}U{n+1,....,n+m}

Esto se puede hacer eligiendo un k-subconjunto de {1,...,n} y un (r — k)-subconjunto

de {n+1,...,n+ m}, para cada posible 0 < k < r. Luego, por PA y PM tenemos

zr: n m _(n+m
k)\r—k) r
k=0
como se queria ver. O

Demostracion geométrica. Consideremos una grilla rectangular, como las vistas en §11.5.2,
de r x (m +n — r) cuadrados y supongamos que (0, 0) es la izquierda inferior izquierda.
Sabemos por (11.3) que hay ("H™F"=")) = ("™¥") caminos minimales que comienzan en
(0,0) y terminan en (r,m +n — 7).

Contemos esto de otra forma. Hay (') caminos minimales que comienzan en (0,0) y
terminan en (k,m), ya que k pasos a la derecha y m — k pasos hacia arriba deben hacerse
(la longitud del camino es m). Similarmente, hay (,",) caminos minimales de (k,m) a
(r,m 4+ n — r), ya que un total de r pasos a la derecha deben hacerse y la longitud del
camino debe ser m + n. De este modo, hay (') (,",) caminos minimales que van del (0, 0)
al (r, m+n—r), pasando por (k, m). Este es un subconjunto del total de caminos minimales
que van del (0,0) al (r,m + n — r). Luego, sumando desde k = 0 hasta k = r (pues el
punto (k, m) estd en la grilla) obtenemos el niimero total de caminos minimales del (0, 0)
al (r,m +n —r). Luego, vale (12.15) como se queria ver. O

Otras identidades sencillas

Existen muchisimas identidades que involucran a los nimeros combinatorios. Hemos
visto las mas importantes. Veamos algunas adicionales.

Proposicién 12.11 (Suma de cuadrados). Para todo n € N vale

> (1) -2 ()0 - ()

Demostracion algebraica. Tomando m = n = r en la identidad de Vandermonde (12.15) y
usando que (n k) ( ) se tiene (12.16). O
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> , o 2
Demostracion combinatoria. Primero notamos que (})” = (})(,,",)- Pensemos que hay n

hombres y n mujeres e interpretamosa () (,," ) como el nimero de comités de n personas
con k hombres y n — k£ mujeres. Sumando sobre k tenemos todos los posibles comités de
n personas elegidas de entre 2n personas (n hombres y n mujeres), y este ntimero esta
claramente dado por (*"). O

Las siguientes identidades se obtienen (aunque puede haber otras formas) usando de-
rivadas de funciones, un concepto del andlisis matematico. El lector que no conoce este
concepto puede obviar las demostraciones o intentar dar otras alternativas.

Proposicién 12.12. Para todo n vale

@ 3 k() =n2n,
k=0

B) 3 (~1Fk(D) =0,
k=0

n
Demostracién. (a) Derivando la identidad (x + 1)" = 1;0 (})a" se tiene

n(z+1)"1 = Z (Z) kakt
k=1

de donde haciendo = = 1 se obtiene la identidad en (a).
(2') Veamos otra demostracién. Usaremos que (") = n("_]). Luego,
n n n n—1
n n—1 n— n 1 n—
ZT(’I’) :Zn(r—l) :nZ(r—l TLZ =n2""!
r=1 r=1 r=1 s=0
donde hicimos el cambio de variable s = r — 1.
(b) Ahora, derivando la identidad (1 — )" = (—1)" 3 (—1)*(})2"* se tiene que

—n(l—2)" = (1) Y (<) (n — k) <Z> fegn k1

k=1

y tomando z = 1 se tiene (—1)" 3 (—1)*(n—k)(}) k = 0 de donde se obtiene la identidad
k=1
de (b). 0

Existen muchas otras identidades entre ntimeros combinatorios. Por ejemplo,
n 2 2n
n 2n
(>()) -2 (%)
k=0 k=0
i n+k\ (nt+m+1
k) m '
k=0
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£ ()

— k) \k+1 n—1

El lector puede chequear las identidades para algunos valores de n y k. No daremos las
demostraciones, aunque invitamos al lector curioso a intentar alguna prueba.

Finalmente, queremos llamar la atencién sobre la siguiente identidad notable

S0t (7)o = (1217)

k=0

véalida paran € Ny z € R (también vale paran = 0 con = # 0). No daremos su prueba por
el momento, pero el lector puede chequear que es vélida para algunos valores pequefios
de n. Es un caso particular de la expresion (12.22) que veremos mas adelante.

Esta identidad permite probar que el Teorema de Fermat implica el Teorema de Wilson.

Ejemplo. Sea p primo. Fermat dice que a?~! = 1 (méd p) para todo a coprimo con p y
Wilson que (p—1)! = —1 (méd p). Como Wilson vale trivialmente para p = 2, suponemos
que p es impar.
Tomandon =p — 1y z = 0en (12.17) tenemos
p—1 p—1
e R [C Rt
k=0
Usando el pequefio teorema de Fermat y que p es impar tenemos
p—1 _1
() = s
k=1
La identidad de Pascal () = (7,') + (?_]) implica que (*,') = —(?_]) (mdd p) para
1<k<p-1,puesp| (i) en este caso. Iterando, tenemos que

()=o) =)=

(7)) = 0" medp)

Luego,
p—1 p— 1 p—1 p—1
() E e = = -1
k=1 k=1 k=1
y por lo tanto, (p — 1)! = (p — 1) = —1 (méd p), como queriamos ver. O

12.4. El Teorema de Lucas

Supdngase que queremos saber si un dado nimero combinatorio (}) es divisible o no

por cierto entero m. Para esto basta saber si es divisible por cada primo p que aparece en
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la factorizaciéon de m. Parece una pregunta muy general para ser resuelta. Sin embargo, el
Teorema de Lucas da cuenta de ello. Prepérese para disfrutar, porque lo que viene es una
verdadera joya.

Sea p un ntiimero primo. La representacién p-ddica de n € Nes
_ r r—1 2
n=n;p +np_1p "+ +n2p” +mip+ng

donde 0 < n; <p—-1parai=0,...,7yn, > 0. Ahora, dados 0 < k < n, miramos las
representaciones p-ddicas de ambos. Para poder compararlas, permitimos que los coefi-
cientes del mas pequefio puedan ser 0. De este modo, escribimos

n=np +ne_1p" "+ +nop® + nip+ no

| ! (12.18)
k="kp" +kr—1p" "+ -+ kop” + kip+ ko

donde n, > 0.

El siguiente teorema relaciona niimeros combinatorios, congruencias médulo un primo
py representaciones p-adicas. En efecto, dice que (}}) es congruente médulo p al producto
de los ntimeros combinatorios (Z) formados con los coeficientes de los desarrollos p-

(2
adicos de n y k, mirados simultdneamente.

Teorema 12.13 (Lucas, 1878). Si 0 < k < n son enteros y p es un primo, entonces

<Z> = H (2) (méd p) (12.19)

=1

donde los n;, k;, coni =0, ...,r son como en (12.18).

La prueba es muy bonita e instructiva.

Demostracién. O
Ejemplo.

El caso binario

El tridngulo de Sierpinski
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12.5. Coeficientes multinomiales

Cuando vimos como ordenar con repeticiones en la Secciéon §xxx definimos el niimero
<r1 T;” , ) como el namero de formas distintas de ordenar n objetos en una fila, donde
hay m tipos distintos de objetos y r; objetos de cada tipo i. En la Proposicién (11.11) vimos

que
( n ) n!
1,72, ..., T'm rilrg! o)

Vimos que los nimeros () se llaman coeficientes binomiales, ya que por el teorema

del binomio de Newton, estos niimeros son casualmente los coeficientes que aparecen
en el desarrollo del binomio (a + b)". ;Qué podemos decir sobre (a + b + ¢)"? Y més
generalmente, que podemos decir sobre el desarrollo de (1 + 2 + - - - + xy,)"?

Resulta que el binomio de Newton se puede generalizar a monomios de m-términos, es
el llamado teorema del multinomio, formulado por Leibnitz y probado luego por Johann
Bernoulli.

Teorema 12.14 (del multinomio). Para todo n,m € N vale

(T1+ 22+ am)" = ) (ry ) 125 -

T1,725-
0<r1,m2,...;rm<n
ri+r2+-+rm=n

No daremos la demostracién, aunque mencionamos que la prueba combinatoria es
muy similar a la dada para el binomio de Newton. Por este teorema es que los ntimeros

(,.,." ) reciben el nombre de coeficientes multinomiales.
T1,72,esTm

Ejemplo. Supongamos que queremos saber la potencia cuarta del trinomio =z + y + z.
Usando el teorema multinomial tenemos

(z+y+2)t= Z (Z;Lk) TN
itj+k=4
O sea
(3, 70)1:3y + (3,3,1)1’32 + (2,370)5”292 + (2,111,1)‘75292*’
’ 3,1)95922 + (1"11’2):ryz2 + (1,3,3)95'23"‘
)yQZQ + (011‘73)y23y + (0,3,4)24'

:47!:4,( 4 ):Azﬁy( 4 ):ﬁiu:lzLuego,

. 4
Por ejemplo (57 ) = 311 2,2,0) = 2121 2,1,1

(z+y+2)t =2t + oyt + 2 4@y + P2+ + 22 + B+ y)+
6(z%y? + 2222 4+ 122%) + 12(2%yz + 2922 + zy2?).

Imaginese que flor de fastidio tener que desarrollar a mano este trinomio... O
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Como los coeficientes multinomiales son generalizaciones de los coeficientes binomia-
les, para los multinomiales valen identidades similares a las que valen para los binomiales.

(o) = et )
1,72, s Tm To(1)s To(2)s -5 To(m)

donde o es cualquier permutacién de I,,, es decir {c(1),0(2),...,0(n)} ={1,2,...,n}.

Simetria:

Identidad de Pascal: La identidad de Pascal () = ("') + (}~}) puede escribirse asf

n _ n—1 n n—1
kkn—k) \kn—Fk—1 k—1,n—k—1

En general tenemos:

m
1,72y« -y Tm . Tl)"‘7ri—17,r’i_1)T’i+17"'7Tm

=1

Es decir,
(rl,rzqf..,rm) = (rlfl,rz,...,rm) + (7”1,7”27171”3,...,1”7”) +ooe Tt (rl,r‘g,..‘,r:_hrmfl)'

Suma: Tomando 1 = x3 = - - - = z, = 1, del teorema multinomial sale que

E < " >:m”.
<n T1,72y...3Tm

0<7r1,72,...,7m
ri+ra+--+rm=n

En el ejemplo anterior, m = 3y n = 4, y la suma de los multinomiales es

4
> < .k>23-1+6-4—|—3-6—|—3-12:81:34.
irirh=a N0

Dejamos como ejercicio chequear con ejemplos primero estas identidades y, si se anima,
tratar de probarlas luego.

12.6. Numeros de Stirling *

A continuacién veremos dos cosas que nos quedaron pendientes: el nimero de formas

(1) de ordenar ciclicamente objetos distintos alrededor de circulos indistinguibles;

(2) de distribuir objetos distintos en categorias indistinguibles.

Estas cantidades estan medidas por los llamados niimeros de Stitling” de primer y segun-
do tipo, respectivamente.

"James Stirling (1692-1770), matemético escocés quien los estudi6 por primera vez.
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12.6.1. Numeros de Stirling de primer tipo

Dados enteros r,n con 0 < n < r, sea s(r,n) el nimero de formas de ordenar cicli-
camente r objetos distintos alrededor de n circulos indistinguibles, tal que cada circulo
contenga al menos un objeto; es decir

arreglos circulares de r objetos distintos
s(ryn) = # alrededor de n circulos indistinguibles,
al menos un objeto por circulo.

Podemos pensar al problema como en sentar personas alrededor de mesas similares, y que no
quede ninguna vacia” .

En el ejemplo de las 2 y 3 mesas de la pagina 328, vimos que s(6,2) = 274y s(6, 3) = 225.
Los siguientes resultados son basicos y resultan claros:

s(r,0) =0 ifr >1,
s(r,1) = (r—1)! ifr >0,
s(ryr) =1 ifr >2,

s(r,r—1) = (5) ifr > 2.

Aunque es dificil obtener una férmula para s(r,n), es interesante notar que se puede
obtener férmula recursiva facilmente.

Proposicién 12.15. Para todo r,n € N con n > r se tiene
s(r,n) =s(r—1,n—1)+ (r—1)s(r — 1,n). (12.20)

Demostracién. Sean aq,as,...,a, los r objetos. Haremos induccién en r. Pueden pasar
dos cosas: (i) o a, es el tnico objeto en un circulo, (ii) o0 a, estad junto a otros objetos en un
circulo.

(i) Por HI, hay s(r — 1,n — 1) formas en que a, puede estar solo en un circulo.

(if) Hay s(r — 1, n) formas de ordenar los objetos a1, ..., a, enlos n circulos. Hay r — 1
formas de ubicar a, a la derecha de alguno de los otros objetos. Por PM hay en total (r —
1)s(r — 1,n) formas de a, no esté solo.

Por el PA, hya en total s(r —1,n — 1) + (r — 1)s(r — 1, n) formas de ordenar ciclicamente
r objetos en n circulos iguales, con al menos un objeto por circulo, que por definicién es
s(r,n). Luego, vale (12.20). O

Usando (12.20) y los valores iniciales se pueden obtener valores para s(r,n) a partir de
los s(r’',n") conr’ < r,n' <n.
12.6.2. Numeros de Stirling de segundo tipo
Bolas distintas en cajas iguales

Interesa contar el niimero de formas de distribuir r bolas distintas en n cajas iguales tal
que ninguna caja quede vacia, usualmente denotado por
S(r,n).

“Tener en cuenta para las fiestas de cumpleafios y fin de afio!
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Cuadro 12.1: Valores para s(r,n),con0 <r <n < 7.

n 0 1 2 3 4 5 6 7
s(0,n) | O

s(I,n) [0 1

s(2,n) |0 1 1

s(3,n) |0 2 3 1

s(4,n) |0 6 11 6 1

s(5,n) | 0 24 50 3% 10 1

s@6,n) |0 120 274 225 8 15 1
s(7,m) |0 720 1764 1624 735 175 21 1

Luego r > n y hay al menos una bola por caja.
Por ejemplo, sir =16 yn =9,

Es obvio que S(0,0) = 1y que
S(r,0)=5(0,n) =0, S(r,1)=58(r,r) =1
para r,n > 1. Ademas, es facil chequear que también valen:

S(r,n) =0, n>r>1,
S(r,n) >0, r>n>1.

Con un poco més de esfuerzo se pueden probar algunos otros casos particulares, por
ejemplo

Dejamos la prueba de estas identidades como ejercicio para el lector curioso y aplicado.
Es instructivo chequear aunque sea algunos casos particulares para valores pequefios de
r y n.

Veamos que podemos dar una férmula recursiva para los S(r, n).

Proposicién 12.16. Para todo r,n € N con r > n se tiene

S(r,n)=8S(r—1,n—1)+nS(r —1,n). (12.21)
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Demostracién. Sean aq,as,...,a, los r objetos. Cualquiera sea la forma en que los r ob-
jetos esten distribuidos en las n cajas idénticas tal que ninguna esta vacia, pueden pasar 2
cosas: (i) o bien a,, es el tnico objeto en la caja que ocupa, (ii) o bien a,, se encuentra con
otros objetos en la caja.

(i) Hay S(r — 1,n — 1) formas de acomodar los objetos a1, ...,a,—1 en las n — 1 cajas
restantes.
(ii) Los objetos a1, . .., a,—1 se pueden colocar de S(r — 1, n) formas en n cajas distintas,

y luego a, puede ser colocado de n formas distintas. Luego, por PA hay S(r,n) = S(r —
1,n — 1) +nS(r — 1,n) formas de colocar los r objetos en n cajas idénticas, sin que haya
ninguna vacia. o

Usando (12.21) y los valores iniciales se pueden obtener valores para S(r, n) a partir de
los S(r',n') conr’ < r,n' <n.

Cuadro 12.2: Valores para S(r,n),con0 <r <n < 7.

n 01 2 3 4 5 6 7
S0,n) | 0

S(l,n) |0 1

S2,n) [0 1 1

S3,m) |0 1 3 1

S4n) |0 1 7 6 1

SG,n) |0 1 15 25 10 1
S@6,n) |0 1 31 90 65 15 1
S(7,n) |0 1 63 301 350 140 21 1

Existe una expresion cerrada para estos ntimeros:
1 n—1 n
_ = _1\J AT
S(r,n) = — jZO( 1) <j)<n 7) (12.22)

La demostracién, que daremos mds adelante, usa el principio de inclusién-exclusién. No-

tar que tomando r = n se obtiene la expresién (12.17), pues S(n,n) = 1.

Ejemplo. Calculemos S(8,5) de dos formas. Usando (12.21) y la tabla de arriba tenemos
5(8,3) = S(7,2) + 35(7,3) = 63 + 3 - 301 = 966.

Usando la férmula (12.22) tenemos

3
S®.3) = 5y (-0 =5{()3 - ()2°+ ()%}
§=0
= {37 2% +1} = 1 (2187 — 256 + 1) = 966.
El hada de los nameros anda cerca. O
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Nota. El caso que falta, de distribuir r bolas iguales en n cajas iguales es més dificil de
tratar y estd mas alla de las posibilidades de este curso. Sin embargo, mencionamos que el
nimero de formas de distribuir r bolas iguales en n cajas iguales estd dado por el nimero
de particiones de r en n partes, denotada p, (), 0 menos (ver la subseccién siguiente).

Resumen de como distribuir » en n

Resumiendo los resultados de la seccion, tenemos la siguiente tabla que indica de cuén-
tas maneras se pueden distribuir r bolas en n cajas, en todos los casos posibles.

Cuadro 12.3: Formas de distribuir r bolas en n cajas.

r bolas n cajas | # (sin restricciones) | # (> 1 bola x caja)
distintas | distintas n" (")
iguales | distintas (T+Z_1) (Z)
distintas | iguales ? S(r,n)
iguales | iguales 7? pi(r) + -+ pa(r)

12.6.3. Desarrollos polinomiales *

A modo de curiosidad, s6lo mencionaremos que estos ntiimeros aparecen (al igual que
los niimeros combinatorios) como coeficientes en desarrollos polinémicos. Veamos esto.
Dado n € Ny 2 un simbolo (puede ser un nimero real o una indeterminada) definimos
las expresiones”

()" =z(x+1)(z+2) - (z+n-—1),

(@)n = 2(z — 1)(z—2) - (x —n+1). (12.23)

Por ejemplo, sir = 3 6 » = 5 tenemos

(2)% = z(z +1)(x + 2) = 22 + 32% + 23,
(2)° = z(x 4+ 1)(z + 2)(x + 3)(x + 4) = 24z + 5022 + 3523 + 10z* + 25;

que podemos escribir asi

()3 = 5(3, 1)z + s(3,2)2?

(3,3)2°,
(2)5 = s(5, 1)z + s(5,2)z? 5

+ s
+ 5(5,3)2% + s(5,4)z* + 5(5,5)2".

""los nombres en inglés son “falling factorial” para (), y “rising factorial” para (z),, pues siz = n tenemos
(n)n =n!
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Ahora, escribamos las potencias z" en términos de los nameros (z),’s. Para r = 2,3, 4
es mas o menos facil hacerlo a mano y tenemos (chequear!)

2 =2+ x(x-1),

2 =2+ 3z(r — 1)+ 2(z — 1)(z — 2),
wt =g+ Te(x — 1) +6x(x —1)(z — 2) + z(z — 1)(z — 2)(z — 3).

Notar que estas expresiones se pueden escribir asi

2% = 5(2,1)(x); + S(2,2)(x)2,
2® = S(3,1)(z)1 + 5(3,2)(x)2 + S(3,3)(2)s3,
a2t = 8(4,1)(x); + S(4,2)(z)2 + S(4,3)(x)3 + S(4,4)(x)4.

Estas bonitas relaciones que hemos observado no pueden ser casualidad. En efecto, la
armonia del universo se confabula una vez mas a nuestro favor y tenemos las siguientes
expresiones generales.

Proposicién 12.17. Con las notaciones de arriba, valen las expresiones

o (12.24)
x' = Z S(r,n) (z)p.
n=0
para enteros n y r.

Demostracién. Usaremos induccién y las relaciones de recurrencia vistas para los nime-
ros r(r,n) y S(r,n).

Para la primera férmula, el paso inicial de la induccién es claro pues (z)! = zy 2[1) s(l,n)a"

s(1,0) + s(1,1)x = x. Para el paso inductivo, suponemos que vale para r — 1 y hacemos

()" = z(z+1) - (z4+r—D@+r—1)=(2)" Y z+r-1)

r—1
= (Zs(r— 1,n)x”> (x4+r—1)

n=0
r—1 r—1
= s(r—1,n)z" ™ 4+ (r — 1) Zs(r —1,n)z"
n=0 n=0
T T
= Z (s(r —1n—1)+(r—1)s(r— 1,n))x” = Zs(r, n)z",
n=1 n=1

donde hemos hecho el cambio de variable m = n + 1, la recurrencia (12.20) y el hecho de
que s(r —1,0) = s(r —1,r) =0.

La segunda férmula sale similarmente, usando que (z), = (2),—1(z —n + 1) y la recu-
rrencia (12.21), y lo dejamos como ejercicio para ese lector curioso y aplicado que todos
llevamos dentro. O
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12.7. Composiciones y particiones *

Definiciones

Una particion de n € N es una representaciéon de n como suma de ntimeros naturales.
Por ejemplo, 7+ 1y 5+ 2 + 1 son particiones de 8, pero4+0+3+0+1y3+6 —1nolo
son. Si

n=mniy+ne+- - +ng
ni,ng,...,ny sellaman las partes de la particiéon y decimos que A = (n1,ng, ..., n;) es una
particion de n en k-partes o una k-particion.

Una composicion de n es una particion de n en las que el orden importa. Por ejemplo,
7+ 1y 1+ 7sondos composiciones distintas de 8 (aunque la misma particién).

Definimos los siguientes nimeros:

p(n) = #{ particiones de n}

pr(n) = #{ particiones de n en k partes}
c(n) = #{ composiciones de n}

cx(n) = #{ composiciones de n en k partes}

Ejemplo. Las particiones de 4 son
4, 3+1, 2+2, 2+1+1, I+1+1+1

y las composiciones de 4 son

4, 3+1, 2+1+1, 1+1+1+1,
2+2, 1+2+1,
1+3, 1+1+2,
Luegop(4) =14+2+14+1=5yc4)=1+3+3+1=8. O

Composiciones Las composiciones se pueden contar facilmente. Si representamos gra-
ficamente al niimero n con n circulos e, separando los circulos con barras verticales obte-
nemos una particion de n. Por ejemplo, sin =9,

representa a la particion
9=2+3+1+2

Contando todas las posibles formas de introducir estas barras estamos contando todas
las composiciones de n. Si queremos una composicioén en k partes de n, debemos intro-
ducir k£ — 1 barras en los n — 1 posibles lugares. Luego,

cx(n) = <Z_ i)

378



12.8 Ejercicios R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

Ahora, el nimero total de composiciones es

ce(n) = éck(n) - zn: <Z:i> _ z”: (n;1> —on1,

k=1 §=0

Particiones Los ntimeros p(n) y pr(n) son mas dificiles de estudiar. Una forma de estu-
diarlos es asociarles un diagrama de Ferrer. Por ejemplo, la particion P = (6,4, 3,2), o sea
15=6+4+3+2..

El diagrama conjugado es intercambiar filas por columnas... que da la particiéon trans-
puesta o conjugada P! = (4,4,3,2,1,1):15=4+4+3+2+1+ 1.
Con estas cosas se puede deducir el siguiente resultado.

Teorema 12.18 (Euler). Si k,n € N con k < n vale
pr(n) = #{particiones de n cuya parte mds grande es k}

Ejemplo. Sea n = 8 y k = 3. El nimero de particiones de 8 en 3 partes, p3(8), es igual al
nimero de particiones de 8 cuya parte mayor es 3.

part. de 8 en 3 | part. de 8, parte mayor = 3 | # partes
6+1+1 3+1+1+1+1+1 (6 partes)
5+2+1 3+2+1+1+1 (5 partes)
4+3+1 3+2+2+1 (4 partes)
44242 3+3+1+1 (4 partes)
3+3+2 3+3+2 (3 partes)
Notar que (3, 3,2) es autoconjugada. Luego p3(8) = 5. O

12.8. Ejercicios

“El binomio de Newton es tan bello como la Venus de Milo. Lo que hay es poca gente
que se dé cuenta de ello”. FERNANDO PEssoa

"dar la relacion con los numeros de Stirling S(r, n)
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Apéndice A

EriLoGoO: algunas listas ttiles

Colores usados

Algunos ejemplos con mas colores seleccionados.

A.1. Lista de simbolos

Simbolos generales

0,0, 1,1 pag xiii - ix
Légica
V,F pag 4
p.qr pag 4
VN D, pV g, pAg pag >
p—=4p<=4q péag 8
P=qQ pag 11
P(z), P(z,y) pag 13
v, 3,3 Ve P(x), 3z P(x), 3z P(x) pag 14
P=4p<=4q pag 21
Conjuntos
€ ¢recAzxgA pag 30
A=B,A#B, pag 30
ACBAZB pag 30, 31

380



A.1 Lista de simbolos R. Podesti — P. Tirao, 22/06/2015

a,U pag 31
{} fo: Plo)} pég 32
A¢ pag 37
Nn,U ANB,AUB pag 38
- A-B pég 38
A, AAB pag 39
N 4, U A4, pag 40
=1 i=1
A U A4, pag 40
AEF  AeF
Ai, U Ag, péag 41
iel el
x,Ax B, pag 44
P(A) pag 49

Relaciones y Funciones

R, ~ pag 53
< < pag 54
f1f:A—=B pag 57
=, a b pag 57
Im(f), £(A) pég 57
f71A) pag 58
fic pag 59
o,gof pag 61
|Al, #A pag 62
[1,n] pag 62
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Conjuntos de niimeros

N,Z,Q,R pag 69
Q(v2) pag 69
Qe pag 69
C pag 88
P pag 137
/s pag 163
Loy U(Zi,) pag 163
Nuameros
r+y z-y <y pag 71-73
0,1 pag 74
—z,x ! pag 74
T—y, Yy pag 77
|al pég 86

Induccién y recurrencia

s(n) pag 93
P(1), P(k), P(k+1) pag 95
T+ X9+ + Ty, T1T2 - Ty pag 103
2 i [ i @i pag 104
n! péag 104
a” pag 104
{an}nen pag 105

Aritmética entera y modular

a|batb péag 134
Div(n) pag 136
Lo, 1 péag 140
(a,b) pag 145
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[a,b] pég 150
¥ pag 145
=,a=ba=0b (méd n) pag 161
a, pag 162

Numeros complejos

i, 2 =a+1b pag 180
z,a+1b péag 181
Re(z), Im(z) péag 181
e’ pag 181
Combinatoria

(x) pag 196
C(k,n) pag 198
A(k,n) pag 198
P(n) pag 198

n,m pag 200

R pag 203
p(n), pr(n) pag xxx
c(n), cx(n) pag xxx
s(r,n), S(r,n) pag xxx
F(A,B), Fi(A, B), Fs(A, B), Fy(A, B) pag xxx
F(n,m), I(n,m), E(n,m), B(n,m) pag xxx
Dy pag xxx
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A.2. Abreviaturas y acrénimos

ca.: del latin circa, significa al rededor o cerca, se usa en fechas en donde no hay
precision exacta sino aproximada.

cf.: del latin confer. Se usa como comparar con o ver.
e.g.: del latin exempli gratia, o sea por ejemplo.

i.e.: del latin id est, o sea esto es, es decir.

pag.: pagina.

QED: del latin quod erat demostrandum, o sea que era lo que se queria demostrar, lo que
debia ser demostrado. Algunos creen que se trata de queda entonces demostrado.

HI: Hipétesis inductiva.

PI: Principio de induccion.

PIC: Principio de induccién corrida.
PIF: Principio de induccién fuerte.

BO 6 PBO: Buena ordenacién o Principio de buena ordenacién.

TFA: teorema fundamental de la aritmética.
mcd: maximo comun divisor.
mcm: minimo comuin mdltiplo.

TCR: teorema chino del resto.

PA: principio de adicién.

PB: principio de biyeccién.

PC: principio del complemento.
PI: principio de inyeccién.

PM: principio de multiplicacién.
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A.3. Lista de tablas y figuras

Tablas de verdad:

de la negacién ((1.3), pag. 8);

de la disyuncién y la conjuncién ((1.4), pag. 8);

de las negaciones de la disyuncién y la conjuncién ((1.5), pag. 8);

del condicional ((1.6), pag. 10);

de la contraria, reciproca y contrarreciproca ((1.7), pag. 12);
del bicondicional ((1.8), pag. 12).

Tabla: como probar proposiciones cuantificadas (pag. 21).
Diagramas de Venn:

- de 2 conjuntos (pag. ??);
— complemento de un conjunto (pag. ??);
- interseccién y unién de conjuntos (pag. ??);

- diferencia y diferencia simétrica de conjuntos (pag. 46).
Producto cartesiano de conjuntos (pag.s 53-55).
Tabla de relaciones (pag. 67).
Representaciones gréficas:

— del cuadrado de un binomio (péag. 115);
- del cuadrado de un trinomio (pag. 115);

- de la diferencia de cuadrados (pag. 116).
Tabla: comparacion de los cuerpos Q, R y C (pag. 123).
Interpretacion de la induccién como una fila de dominés infinita (pag. ??).
Representacion grafica de la suma de enteros consecutivos (pag. 163).
Representacion gréafica de la suma de impares (pag. 166).
Tabla de los primeros 100 ntimeros primos (pag. 195).
Divisién entera (falta)
Los anillos de enteros Zs, Z3 y Z4 (pag. ??).
Forma polar y cartesiana de los nlimeros complejos (falta).
Raices de la unidad G, G4, G5, Gg y Gs(falta).

Tridngulo de Pascal (pag. 365).
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Tabla: suma de nimeros combinatorios (pag. 363).

Teorema de Lucas (falta).

Numeros de Stirling de primer tipo s(r, n) (falta).

Numeros de Stirling de segundo tipo S(r,n) (pag. 375).

Formas de distribuir r bolas en n cajas con condiciones (Cuadro ??, pag. 376).

Tabla: particiones de 8 en 3 partes. (Cuadro 12.7, pag. 378).
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A.4. Lista de teoremas y resultados importantes
Por orden de aparicién, aparecen recuadrados en el texto.

Leyes de De Morgan (Proposicién 2.1, pag. 49).

Axiomas de los ntimeros reales (Seccién §??, pag. ??).

Axiomas de los ntimeros naturales o axiomas de Peano (Seccién §5.1, pag. 129).
Principio de induccién (Teorema 5.4, pag. 132).

Principio de induccién corrida (Teorema ??, pag. ??).

Sumas de potencias consecutivas (Proposicién 5.11, pag. 169).
Suma geométrica (Proposicion 5.12, pag. 171).

Principio de buena ordenacién (Teorema 5.18, pag. 178).
Principio de induccién fuerte (Teorema 5.6, pag. 139).
Algoritmo de la divisién entera (Teorema 6.12, pag. 201).
Combinaciones lineales enteras (Seccién §6.4.1, pag. 210).
Algoritmo de Euclides (pag. 213).

Propiedad fundamental de los ntimeros primos (xxx).

Teorema fundamental de la aritmética (Teorema 6.24, pag. 214).
Relacién entre m.c.d. y m.c.m. (xxx).

Reglas de divisibilidad (xxx).

Solucién de la ecuacion lineal de congruencia (Teorema ??, pag. 2?).
Teorema chino del resto (Teorema ??, pag. ??).

Teorema de Euler (Teorema ??, pag. ??).

Teorema de Euler-Fermat (Teorema 8.24, pag. 275).

Teorema de Wilson (Teorema 8.25, pag. 276).

El teorema de Lucas (xxx).

Raices de la unidad (xxx).

Principio de adicién (Teorema 11.1, pag. 305).

Principio de multiplicacién (Teorema 11.2, pag. 307).

Principio del complemento (Teorema 11.3, pag. 310).
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Principio de inyeccién (Proposiciéon 11.4, pag. 310).
Principio de biyeccién (Proposicién 11.5, pag. 310).
Numero de formas de ordenar n objetos en fila (xxx).
Numero de formas de ordenar n objetos en circulos (xxx).
Numero de formas de elegir k objetos de n (xxx).
Numero de formas de distribuir objetos iguales (xxx).
Numero de formas de distribuir objetos distintos (xxx).
Identidad de Pascal (Proposiciéon 12.2, pag. 353).

Binomio de Newton (Teorema 12.4, pag. 356).

Identidad de Chu-Shih-Chieh (Teorema 12.9, pag. 365).
Identidad de van der Monde (Teorema ??, pag. 2?).
Principio del Palomar (pag. 343).

Principio del Palomar generalizado (Proposicién 11.17, pag. 343).
Principio de Inclusién-Exclusion (xxx).

Numero de funciones de I,, en I, (Teorema 11.18, pag. 344)
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A.5. Lista de notas historicas

Sobre los diagramas de Venn (pag. 59?)

Sobre los pares ordenados (pag. 73?)

Anécdota de Gauss a los 10 afios (pag. 164?)

Sobre la leyenda del ajedrezs (pag. 1757?)

Sobre la definicién de congruencia de Gauss (pag. 232?)

Anécdota de Hardy y Ramanujan sobre la patente de taxi (pag. ???)
Sobre el pequetio Teorema de Fermat (pag. 272)

Sobre el Teorema de Wilson (pég. 279)
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A.6. Lista de grandes matematicos

Damos a continuacién una lista de personajes que més contribuyeron a la 16gica mate-
matica, al dlgebra, la aritmética, la teoria de ntimeros y la combinatoria. La mayoria son
matemadticos, pero tambien hay fisicos, astrénomos y filésofos. Los ordenamos por gru-
pos, y dentro de éstos cronolégicamente. Hasta el siglo XVII damos una pequefia resefia
biografica de cada uno, para el siglo XVIII y XIX sélo los afios de nacimiento y muerte.
No damos la lista para el siglo XX. "

Griegos

— Pitdgoras (Samos, ca. 570 a.C. —ca. 495 a.C.). Fil6sofo y matematico, considerado
el primer matemaético puro. Desarroll6 la geometria y la aritmética.

— Aristoteles (Estagira, 384 a.C. — 322 a.C.). Fil6sofo, 16gico y cientifico.

— Euclides de Alejandria (ca. 325 a.C. — ca. 265 a.C.). Conocido como el “padre
de la geometria”. Sus Elementos es uno de los trabajos mas influyentes de la
historia de la matematica.

— Arquimedes (Siracusa, 287 a.C. - 212 a.C.). El gran matemdtico de su época. Sus
contribuciones en geometria revolucionaron el drea y sus métodos anticiparon
en 2000 afios el calculo de Leibnitz y Newton.

- Diofanto de Alejandria (entre 200/214 — entre 284 /298). Conocido como el “pa-
dre del algebra”. Estudio las ecuaciones que hoy llevan su nombre (coeficientes
enteros y soluciones racionales).

2

Medievales de oriente

— Brahmagupta (598-670). Fue el matematico indio mas sobresaliente de su tiem-
po. Realiz6 aportes en sistemas de numeracién, incluyendo algoritmos para
calcular raices cuadradas y la solucién de las ecuaciones cuadraticas.

— Bhaskara I (Saurastra, ca. 600 — ca. 680). Matematico indio, aparentemente el
primero en escribir los niimeros en el sistema indo-arabigo posicional de base
10.

— al-Khwarizmi (ca. 790 — ca. 850). Matematico isldmico que escribi6 los nimeros
en sistema indo-ardbigo y uno de los primeros en usar el 0 en el sistema po-
sicional. La palabra “algoritmo” proviene de su nombre. De su tratado Hisab
al-jabr wil-mugabala se deriva la palabra “algebra” y puede ser el primer libro
sobre algebra.

— Alhacén (ca. 950 — ca. 1040). FALTA.

Italianos del siglo XVI

“fuentes: wikipedia, MacTutor
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— Leonardo de Pisa (1170-1250). O Leonardo Pisano, conocido como Fibonacci. En
su libro Liber Abacci (el libro del dbaco) de 1202, introdujo en Europa los nime-
ros ardbigos y el sistema posicional indo-arabigo de base decimal que usamos
actualmente.

— Luca Pacioli (Sansepolcro, 1445-1517). Publicé el libro Suma en 1494, sumarian-
do toda la matematica conocida en esa época.

— Scipione del Ferro (Bologna, 1465-1526). Conocido por ser el primero en dar la
solucién de una ecuacién ctbica general.

— Niccolo Fontana (Brescia, 1499 6 1500 — 1557). Conocido como Tartaglia “el tarta-
mudo”. Dio la solucién algebraica de las ecuaciones ctbicas, publicadas contra
su voluntad en el libro Ars MAgna de Cardano.

— Girolamo Cardano (Pavia, 1501-1576).doctor and mathematician who is famed
for his work Ars Magna which was the first Latin treatise devoted solely to
algebra. In it he gave the methods of solution of the cubic and quartic equations
which he had learnt from Tartaglia.

— Ludovico Ferrari (Bologna, 1522-1565). Encontro la solucién de la ecuacién cuar-
tica general.

del siglo XVII

— Marin Mersenne (Oizé, 1588-1648). Matematico francés.
— René Descartes (La Haye, 1596-1650). Matematico francés.

— Pierre de Fermat (Beaumont-de-Lomange, 1601-1665). Matematico francés. abo-
gado y oficial del gobierno. Matematico aficionado sobresaliente, recordado
por sus trabajos en teoria de ntimeros. En particular por el Ultimo Teorema de
Fermat, que fuera conjeturado por el y probado por Andrew Wiles recien en
1995.

— John Pell (Southwick, 1611-1685). Matematico inglés.
— Blaise Pascal (Clermont, 1623-1662). Matematico francés.

— Sir Isaac Newton (Woolsthorpe, 1643-1727). El mayor matematico y fisico inglés
de su generacion. Sent6 las bases para el calculo diferencial. Sus trabajos en
Optica y gravitacién lo transformaron en uno de los mas grandes cientificos del
mundo.

— Gottfried Leibniz (Leipzig, 1646-1716). Matematico aleméan que desarroll6 el cdlcu-
lo diferencial e integral con las notaciones actuales. También fue fil6sofo e in-
vent6 una maquina calculadora.

— Bernoulli, Jacob (Basel, 1654-1705). Matemético suizo. Fué el primero en usar el
término integral. Estudi6 la catenaria, la curva de una cuerda suspendida. Fue
uno de los primeros en usar coordenadas polares.

— Abraham de Moivre (Vitry-le-Frangois, 1667-1754). Matematico francés, pionero
en el desarrollo de la geometria analitica y la teoria de las probabilidades.

— Johan Bernoulli (Basel, 1667-1748). Matematico suizo, estudié la reflexién y re-
fraccion de la luz, las trayectorias ortogonales de familias de curvas, cuadratu-
ras de areas por series y la braquistocrona.
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— Nicolaus (I) Bernoulli, (Basel, 1687-1759). Conocido por sus correspondencias

con otros matemaéticos, inluidos Euler y Leibniz.

— Christian Goldbach (Konigsberg, 1690-1764). Matematico prusiano, famoso su
conjetura en una carta a Euler de que todo entero mayor que 2 es suma de dos

primos.

— James Stirling (1692-1770). Matemético escocés. Su trabajo mds importante Met-
hodus Differentialis en 1730 es un tratado sobre series infinitas, sumacién, inter-

— Nicolaus (1I) Bernoulli (Basel, 1695-1726).

polacién y cuadratura.

Siglo XVIII

(1700-1782) Bernoulli, Daniel
(1707-1783) Euler
(1710-1790) Bernoulli, Johann(II)
(1734-1798) Waring
(1736-1813) Lagrange
(1741-1793) Wilson, John
(1744-1807) Bernoulli, Joh(III)
(1749-1827) Laplace
(1752-1833) Legendre
(1759-1789) Bernoulli, Jac(II)
1765-1822) Ruffini
(1776-1831) Germain
(1777-1855) Gauss
(1790-1868) Mobius

Siglo XIX

Abel (1802-1829)
Jacobi (1804-1851)
Dirichlet (1805-1859)
Hamilton, W R (1805-1865)
De Morgan (1806-1871)
Liouville (1809-1882)
Peirce, B (1809-1880)
Kummer (1810-1893)
Le Verrier (1811-1877)
Hesse (1811-1874)
Galois (1811-1832)
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Laurent, Pierre (1813-1854)
Catalan (1814-1894)
Sylvester (1814-1897)
Boole (1815-1864)
Weierstrass (1815-1897)
Lovelace (1815-1852)
Chebyshev (1821-1894)
Cayley (1821-1895)
Hermite (1822-1901)
Eisenstein (1823-1852)
Betti (1823-1892)
Kronecker (1823-1891)
Riemann (1826-1866)
Dedekind (1831-1916)
Lipschitz (1832-1903)
Sylow (1832-1918)
Laguerre (1834-1886)
Venn (1834-1923)
Jordan (1838-1922)
Lucas (1842-1891)

Frege (1848-1925)
Gegenbauer (1849-1903)
Frobenius (1849-1917)
Poincaré (1854-1912)
Stieltjes (1856-1894)
Pell, Alexander (1857-1921)
Peano (1858-1932)
Hurwitz (1859-1919)
Hilbert (1862-1943)
Russell (1872-1970)

La lista correspondiente al siglo XX seria inmensa y la dejamos para que el lector

curioso investigue por su cuenta.

393



Indice alfabético

k-permutaciones de n, 321 acciones, 304
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de Peano, 130

infinito, 90
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definido por comprensién, 40
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vacio, 38
cambio de variable, 157 conjunto de indices, 48
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cardinalidad, 90 conjunto de partes, 58
cero, 105 conjunto inductivo, 176
ciclar, 315 conjuntos, 48
clase de equivalencia, 70 diferencia simétrica de, 46
cociente, 110, 201 diferencua de, 46
codominio, 71 interseccién de, 45
coeficientes multinomiales, 371 unién de, 45
combinacion lineal entera, 210 disjuntos, 37
combinaciones, 321 familia de, 48
combinatorios conmutatividad
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de la suma, 104

del producto, 104
consecuente, 10
consistencia de la suma, 104
consistencia del producto, 104

construccion de los niumeros reales, 101

completacién de Cantor, 101
cortaduras de Dedekind, 101
expansiones decimales, 101
geométrica, 101
contencién, 37
contingencia, 13
contradiccién, 13
contraejemplo, 21
contraejemplos, 29
coprimos, 209
enteros, 209
criba de Eratdstenes, 194
cuadrado, 114
cuadrado de un binomio, 115
representacion gréfica, 115
cuadrado de un trinomio, 115
representacion gréfica, 116
cuantificacién
existencial, 17
existencial tinico, 17
universal, 17
cuantificador
existencial, 16
existencial tinico, 16
universal, 16
cuantificadores, 15
cubo, 114
cuerpo
completo, 123
ordenado, 123

demostracioén, 22
por el absurdo, 24
algebraica, 27
constructiva, 27
directa, 24
existencial, 27
geométrica, 27
grafica, 27
indirecta, 24

inductiva, 27

por exhaucioén, 27
desigualdad triangular, 121
diagramas de Venn, 38
diferencia de cuadrados, 115

representacion gréfica, 116
distribuir, 337
distributividad, 104
disyuncion, 7
divisién entera, 200
divisibilidad, 188
divisible, 188
divisor, 188
divisores

conjunto de, 191
dominio, 71

ejemplo
2 mesas, 328
3 mesas, 329
bits, 326
cartas, 314
comités, 325
dominés, 323
equipos de fatbol, 324
manos de poker, 328
sentadas, 314
sentar a la mesa, 315
sentar chicos y chicas, 316
sentar matrimonios, 317
soluciones enteras, 340
torneos, 334
el suefio del pibe, 361
elegir, 319
elegir distinguiendo, 335
elemento, 36
enteros
coprimos, 209
equivalencia de proposiciones, 13
extension, 75

factorial, 147
doble, 147

falso, 6

familia
indexada, 48
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Fermat
numeros de , 32
funcién, 71
biyectiva, 79
caracteristica, 73
constante, 73
distancia, 74
identidad, 73
inversa, 80
inyectiva, 76
parte entera, 74
producto, 74
sobreyectiva, 75
suma, 74
suryectiva, 75
valor absoluto, 120
valor de una, 71
funcién proposicional, 15
funciones
composicién de, 82
extension de, 75
restriccion de, 75

hipétesis, 22

identidad, 104
Identidad de Chu-Shih-Chieh, 365
Identidad de Pascal, 353
Identidad de Vandermonde, 366
identidades de conjuntos, 49
imagen, 71
de un elemento, 71
de una funcién, 71
implicacién, 23
contrareciproca, 22, 24
contraria, 22, 24
reciproca, 22, 24
inclusién, 37
induccién
de Cauchy, 142
induccién doble, 143
interseccion
arbitraria, 48
inversa, 80
inverso, 104
unicidad del, 105

lenguage coloquial, 4
lenguaje matematico, 4
leyes de de Morgan, 49
listar, 315

méaximo comun divisor, 209
multiplo, 188
multiplos
conjunto de, 198
manos de poker, 328
matematica, 3
matrices, 358
mezclado de cartas, 280
Monge, 280
shuffle, 280
modus ponens, 23

namero combinatorio, 319
numero de divisores, 309
namero primo, 192
nameros

de Fermat, 32

de Fibonacci, 364

enteros, 100

irracionales, 100

naturales, 100

primos, 100

reales, 100

tetraedrales, 364

triangulares, 165, 364

racionales, 100
numeros combinatorios

identidad de Pascal, 353

simetria, 353
Ntimeros de Stirling

de primer tipo, 373

de segundo tipo, 373
numeros enteros, 131
numeros naturales, 129
negacion, 7
neutro, 104

unicidad del, 105
numerable, 92

operacién binaria, 102
opuesto, 104
orden
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axiomas de, 104
lexicografico, 68
ley de tricotomia, 104
ordenar, 310
en circulos, 315
en fila, 313
ordenar con repeticiones, 335

par ordenado, 52
paradoja, 43

de Russell, 43

del barbero, 43
parametrizacion, 157
particion, 60, 70
particularizacién, 17
paso, 172
paso inductivo, 133
paso inicial, 133
Pequefio Teorema de Fermat, 271
permutaciones, 321
permutaciones ciclicas, 322
preimagen, 72
premisa, 10
primer elemento, 178
primo, 192
primos gemelos, 30
principio

de adicion, 305

de biyeccién, 310

de inyeccién, 310

de multiplicacién, 306

del complemento, 309

principio de buena ordenacién, 178

principio de induccién, 132
corrido, 136
fuerte, 138, 179
generalizado, 140
producto, 102
producto cartesiano, 52
productoria, 146
progresion aritmética, 172
paso de una, 172
progresion geométrica, 174
razén de una, 174
propiedad absorvente, 108
propiedad cancelativa

de la suma, 109
del producto, 109
proposicion, 5
bicondicional, 12
compuesta, 7
condicional, 10
contraria, 11
contrarreciproca, 11
reciproca, 11
proposiciones equivalentes, 13
prueba, 22

QED, 28

razon, 174
relacién, 65
antisimétrica, 67
de equivalencia, 67, 69
de inclusion, 66
de orden, 67
diagonal, 65
dicotomia de una, 67
identidad, 65
reflexiva, 67
simétrica, 67
total, 67
transitiva, 67
tricotomia de una, 67
representacion p-ddica, 370
resta, 110
resto, 201
restriccién, 75
Riemann
hipétesis de, 31
zeta de, 31

semifactorial, 147
singulete, 77
sistema completo de restos, 274

sistema completo reducido de restos, 274

sistema residual completo, 274

sistema residual completo reducido, 274

subconjunto, 37
sucesién, 74, 149
término general de una, 149
término inicial de una, 149
sucesor, 129
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suma, 102

suma telescopica, 168, 169
Sumas diagonales, 364
sumatoria, 146

tabla de verdad, 8
tautologia, 13
Teorema

binomio de Newton, 357

de Euler-Fermat, 275

de Fermat, 271

de Wilson, 276
teorema, 24
Teorema de Fermat, 361
teorema de Fermat

ultimo, 31
Teorema de Lucas, 370
teorema de Pitagoras, 30
Teorema del multinomio, 371
ternas pitagoricas, 30
tesis, 22
tipos de demostracion, 24, 27
torres de Hanoi, 151
transformacién, 71
transitividad

del orden, 104
tridangulo de Pascal, 362
tridngulo de Sierpinski, 370

unién
arbitraria, 48
uno, 105

valor absoluto, 120, 191
valor de verdad, 5
verdadero, 6
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